T/005.3/)5 159

UNIVERSIDAD NACIONAL DE CAJAMARCA

FACULTAD DE INGENIERIA
ESCUELA ACADEMICO PROFESIONAL DE INGENIERIA CIVIL

TESIS

ANALISIS ESTRUCTURAL POR EL METODO DE ELEMENTOS
FINITOS ASISTIDO POR COMPUTADORA (VIGAS-PORTICOS,
PLACAS, SOLIDOS DE REVOLUCION) -

PARA OPTAR EL TiTULO PROFESIONAL DE
INGENIERO CIVIL

PRESENTADO POR EL BACHILLER:
CHRISTIAN GONZALO SALCEDO MALAVER

ASESOR:
ING.MARCO MENDOZA LINARES

CAJAMARCA PERU-2014



SECCION PRELIMINAR.



Universidad Nacional de Cajamarca.
Método de Elementos Finitos.
2014,

Aseéor:lng Marco Mendoza Linares.
Tesista:Christian G. Saicedo Malaver

= DEDICATORIA:
Dedico esta tesis a mis padres ya que a ellos les debo la vida y

mis estudios y lo que puedo ser mas adelante.



Universidad Nacional de Cajamarca.
Método de Elementos Finitos.
2014.

Asesor:Ing Marco Mendoza Linares.
Tesista:Christian G. Salcedo Malaver

s AGRADECIMIENTOS:

* A mi madre a la cual le debo la vida, lo que soy y lo que pretendo
ser, por que siempre estuvo en mis aciertos y mis fracasos y me

ensefo la constancia de la vida con su ejemplo.

* A mi padre al que le debo su ejemplo y su coraje para enfrentar
los problemas,el que me demostr6 que los fracasos de la vida son

solo retos para algo mas grande.

* A mis profesores que con su esfuerzo y buen animo me aconse-

jaron y me ensefiaron en todos estos anos.



Universidad Nacional de Cajamarca.
Método de Elementos Finitos.
2014.

Asesor:ing Marco Mendoza Linares.
Tesista:Christian G. Salcedo Malaver

= RESUMEN

La presente tesis trata en forma objetiva del andlisis de estruc-
turas con el método de elementos ﬁnitos,' lo cual se empezara pri-
mero con el aprendizaje del método y después con la aplicacién
a diferentes sistemas tanto sencillos como complejos,para lo cual
se desarrollara un software en python en el sistema windows para
ejemplos teéricos y simples, el objetivo principal de la tesis es de-
mostrar que los resultados obtenidos por el método de elementos
finitos en este caso representado con el script programado llama-
do FEMAX son los mas cercanos posibles a los resultados acep-
tados por la comunidad de ingenieria,ya que estos fueron com-
parados con el software aceptados en forma estandard como el
SAP 2000 V14,en el ambito comparativo ;se vio que los resultados
obtenidos con el script programado en este caso por objetivos de
la tesis FEMAX fueron satisfactorios obteniendo un parecido de
99.8 % por lo que se da como resultados aceptables y que se ha

llegado a un caso satisfactorio de Ia presente tesis.
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Capitulo 1

Problema de Investigacion.

1.1. Ubicacion.

La investigacion por tener caracter tedrico no se menciona el lugar de la investi-
gacién,pero por motivos de formalismos,se propondra el sitio de estudios a la Univer-

sidad Nacional de Cajamarca.

1.2. Poblacion.

No se menciona por el caracter teérico de la tesis.

1.3. Introduccién y Planteamiento del Problema.

1.3.1. Planteamiento del Problema.

Aplicar el método de elementos finitos al campo del analisis estructural con la
finalidad de disefar un software para el calculo de estructuras planas;asi como el
aprendizaje del método para sistemas estructurales como vigas-pérticos, placas y

sélidos de revolucién.
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1.3.2. Formulacion del Problema.

En que medida se ajusta el método de elementos finitos al estudio del analisis

estructural,y por que los software comerciales trabajan con dicho método?

1.3.3. Elementos Continuos y Discretos.

Las limitaciones de la mente humana son tales que no pueden captar el com-
portamiento que el complejo mundo que lo rodea en una sola operacién global.Por
ello,una forma natural de proceder de ingenieros consiste en separar los sistemas en
sus componentes individuales,o "Elementos”,cuyo comportamiento pueden conocer-
se sin dificultad,y a continuacion reconstruir el sistema original para estudiarlo a partir
de dichos componentes.

En muchos casos se obtiene un modelo adecuado usando un numero finito de com-
ponentes bien definidos.A tales problemas los denominaremos discretos. En otros,lasv
subdivision prosigue indefinidamente y el problema solo puede definirse haciendo uso |
de la ficcibn matematica infinitesimal.

Ello nos conduce a ecuaciones diferenciales o expresiones equivalentes con un nu-
mero infinito de elementos implicados. a tales sistemas los llamaremos continuos.
Su campo de aplicacion de este método es muy amplio,y en consecuencia es una
herramienta importante en las nuevas formulas de analizar y simular fendmenos es-

tructurales,asi como también en el campo de la hidraulica y la geotecnia. [1, pag.4]

1

1.3.4. Justificacion.

s Los avances tecnolégicos obligan el conocimiento cabal de los métodos mas

precisos para el célculo en la ingenieria, donde el error cada dia se vuelve

'[1]1—Pérez Viilar Luis Alberto, Tesis:"Andlisis de Estructuras por el Método de Elementos Finitos

A.Computadora”
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minimo por lo tanto es necesario el conocimiento analitico y computacional de

teorias de calculo mas precisas y exactas.

s Difundir el uso del método de los elementos finitos.

1.3.5. Alcances.

Al ser una tesis de caracter teérico a lo que queremos llegar es primero, al conoci-
miento formal del método,asi como demostrar la fiabilidad del método programado en
la computadora y tratar de demostrar de por que los programas comerciales trabajan

con el método de elementos finitos.

1.3.6. Hipoétesis.

Se comprobara que el método de elementos finitos es un método confiable para el
andlisis y calculo de elementos estructurales,por eso es que los software comerciales

trabajan con dicho método.

1.3.7. Variables.

Las variables de la investigaciéon son muchas y seria muy apresurado al decidir
gue variable es mas importante o cual seria las variables principales de la investiga-

cion por lo tanto este item queda para observarse en el marco teodrico de la tesis.

1.3.8. Limitaciones.

» El programa femax de célculo de elementos planos, tiene como limitacion el
célculo de elementos como placas y soélidos de revolucion las cuales seran
resueltos en forma aparte por medio scripts generados en el lenguaje de pro-

gramacion python.

17
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s el programa femax tiene como problema el sistema de instalacién ya que su eje-
cucién cuenta con librerias especiales la cual complica el sistema de instalado

o de generacion de un archivo.exe.

1.4. Breve Historia de los Elementos Finitos.

Los Conceptos de discretizacion numérica para resolver problemas de Ciencia e
ingenieria son la base para la formulacién del método de elemento finito.La aproxi-
macién geométrica mas antigua lleva a las piramides egipcias de 5000 anos.Por otro
lado la aproximacion numérica podria registrarse histéricamente en China,Egipto y

Grecia.

Los registros muestran que los chinos calcularon el valor aproximado de = en el
primer siglo de nuestra era,con un valor de 3.1547 siendo usado para calcular el vo-

lumen de un cilindro.

En el segundo siglo E.C el astronomo Chang Heng aproximo el valor de = como
3.1466 122

45
ticas uso un poligono regular inscrito en una circunferencia para poder aproximar  la

en la Dinastia oriental de Jihn(265-317 E.C) en su comentario de matema-

cual hallo un valor de 3.1416 (3927/1250);es interesante notar que el uso un poligono
de 3072 lados,es decir elementos finitos. De acuerdo con el manuscrito Ahmes, se
muestra que para 1500 A.C. , los Egipcios usaban como valor de m = 3,1416. Un
papiro de tiempos mas tempranos, ahora en Mosc, indica que los egipcios usaron
la formula para el volumen de una pirdmide y el &rea de un circulo de manera aproxi-
mada en 1800 A. C.. Arquimedes uso el concepto de elementos finitos para calcular
volumenes.

En el contexto estructural, las soluciones tanto en elasticidad como en analisis es-

18
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tructural tuvieron un inicio del Método del Elemento Finito con Timoshenko, pero si
se considera que el analisis de marcos establece el inicio del método del Elemento
Finito, entonces los pioneros fueron Castigliano, Mhor y Maxwell, entre otros, en el

periodo 1850-1875.

En 1915, Maney de los Estados Unidos de Norteamérica, presentdé el método
pendiente-deformacion, expresando los momentos en términos de desplazamientos
lineales y angulares en los nodos de la estructura, lo cual es una de las formulacio-
nes para plantear el método de las figideces y un desarrollo similar, fue planteado
por Ostenfeld en Dinamarca. En el afio 1929, Hardy Cross hizo publico un método
para analizar marcos basado en distribuciones angulares, el cual se utilizé por los

siguientes 35 afios.

En forma paralela a los primeros trabajos sobre analisis de estructuras reticulares,
se resolvieron problemas de mecanica del medio continuo usando una analogia con
estructuras formadas por barras diagonales para generar mallas con elementos trian-
gulares. A principios de los afios cuarenta Courant propuso funciones de interpolacion
polinomiales por secciones para formular sub regiones triangulares como un caso es-
pecial del método variacional de Rayleigh-Ritz, que obtiene soluciones aproximadas.
Actualmente, el método del elemento finito es utilizado con la ayuda de las compu-
tadoras, lo cual ha contribuido a su desarrollo al mismo ritmo que las computadoras.
Las publicaciones clasicas por Argyris y Kelsey a mediados de los 50-as , hicieron
surgir los conceptos de andlisis de marcos discretizando no solo en nodos sino ade-
mas en puntos intermedios de las barras y andlisis de un continuo, lo que marcé un

crecimiento explosivo en el método del elemento finito.

Basandose en el planteamiento estatico del elemento finito, se han ampliado las
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aplicaciones que incluyen diversos efectos fisicos y vibraciones en el Andlisis di-
namico, pandeo y post-pandeo, no linealidades en la geometria y en el material,
efectos térmicos, interaccion entre fluidos y estructuras, aero elasticidad, interaccion
acustica-estructura, teoria de la fractura, estructuras laminadas, propagacion de olea-
je, dindmica estructural, respuesta dinamica aleatoria, y muchas mas aplicaciones.
Como una consecuencia de tantos campos de estudio, el uso de los programas de
computadora orientados a cada caso, se han convertido en una préctica en los sitios

involucrados en el andlisis estructural. [1, pag.5]

1.5. Aplicaciones del Método.

Existen gran nimero de estructuras que su paso de revision tanto como post y
pre proceso de disefio,son sometidos a rigurosos procesos de evaluacion tales como

para verificacion de cortantes y flectores y saber si el disefio dado esta correcto.

1.5.1. Aplicaciones al Analisis Estructural.

En programas como el sap el staad pro tanto en el andlisis de Int-estructura-
estructura y andlisis de suelo-estructura como el safe o el plaxis que son de uso para

el céalculo por elementos finitos.

1.5.2. Aplicacion en Mecanica de Fluidos.

El método de elementos finitos también puede ser usado en el andlisis de meca-
nica de fluidos librerias en python como ECOASTER o el Fenics o0 programas como
Abaqus,Nastram nos pueden dar una idea de como este elemento fisico se mueve
e interacciona con el mundo aplicando soluciones particulares a la formulacién de
de la ecuacién general de los fluidos Navier y Stokes,idealizaciones de presas asi
como simulaciones de comportamiento de las turbulencias de los fluidos en turbinas

hidraulicas.
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1.5.3. Objetivos.

= Objetivos Generales.

Analisis Estructural por el método de elementos finitos asistido por computadora(Vigas-

Pérticos,Placas,Soélidos de Revolucién).

= Objetivos Especificos.
Crear un pequefio software en lenguaje de programacién python,asi como la
comprobacion de los resultados obtenidos con programas comerciales en este

caso el sap 2000 vi4.
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Capitulo 2
METODO DE ELEMENTOS FINITOS

Las recetas para deducir las caracteristicas de un elemento finito de un continuo,
seran presentadas bajo una forma matematica mas detallada. Es conveniente obte-
ner los resultados de una forma general aplicable a cualquier situacion, pero para
evitar la introduccion de conceptos mas complicados se ilustraran las expresiones
generales con un ejemplo. [2, Pag.21]

a

u=Na——>ZNi:cai:[Nl,Ng...Nn]J 01-2 ? (21)

[ On

Un elemento tipico e, se define por sus nodosi, j,m - --etc y por su contorno for-
mado por lineas rectas. Aproximemos los desplazamientos u de cualquier punto del
elemento mediante un vector u, como en la formula anterior. [2, Pag.22]

En el caso particular de tensién plana.

ulx,
y (z,y) 2.2)
v(z,y)
representa los movimientos horizontales y verticales de un punto cualquiera del ele-

mento.

a; = (2.3)
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Figura 2.1: Analisis de un sistema continuo.

Los correspondientes desplazamientos de un nodo .
Las funciones N;, N;, N, han de escogerse de manera que al sustituir de la ecua-
cién,las coordenadas de los nodos se obtengan los correspondientes desplazamien-

tos nodales. [2, pag.24]

2.1. Deformaciones.

Una vez conocidos los desplazamientos para todos los puntos del elemento,pueden
determinarse las deformaciones en cualquier punto.Estas dar&n siempre resultado en

relacion que podra escribirse como sigue en forma matricial.

e= Su v (2.4)
e = Ba (2.5)
B=SN (2.6)

Donde S es un operador lineal apropiado en los casos de la tensiéon plana las de-

formaciones se expresan en funcién de los desplazamientos mediante las conocidas

! Bibliografica [2]— O.CZienkiewichz-RTaylor,Método de Elementos Finitos(Formulacién Basi-

ca,Problemas Lineales).

24



Universidad Nacional de Cajamarca.
Método de Elementos Finitos.
2014.

Asesor:Ing Marco Mendoza Linares.
Tesista:Christian G. Salcedo Malaver

Figura 2.2: Estado general de Esfuerzos

relaciones que definen al operador S.

e}

€x 3z

(7
€= € = 0 & (2.7)

Y 8y N
v

€ 2 0

z dy Oz

determinadas ya las funciones de forma es fécil obtener la matriz B.

2.2. Tensiones.

Conociendo el contorno del material o elemento puede estar sujeto a deformacio-
nes iniciales,tales como las debidas a cambios de temperatura etc.Deberan diferen-

ciarse entre Esfuerzos iniciales y Esfuerzos og que muy bien podrian medirse,pero
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cuya prediccién seria imposible sin un conocimiento completo de la historia del mate-
rial.estas tensiones pueden sencillamente afadirse a las ecuaciones generales asu-

miendo un comportamiento elastico lineal. [3, Pag 27]

0; = D(e —€) + 09 (2.8)

(
Oz

g; = j Oy (2.9)

1 v
E% T E

%

]
toy]e

(2.10)

o ©
N
S

1 v
€y = —E—O'y — 50 = -—

S e
o mi-

Ql=

Tay é%y
2.3. Fuerzas nodales equivalentes

Son fuerzas que estan en la misma direccién de los desplazamientos de posicién
a; correspondientemente y deben ordenarse en direccién apropiada.
Las fuerzas distribuidas b son por definicion las que actdan por unidad de volumen

en direccién correspondientes a las de desplazamientos u de ese punto. [2, Pag 30]

( Y\
q;
qe
a=3{ 3 2.11)
\ qf’ y,
bs
b, = (2.12)
be

Para mejor entendimiento se debe dar desplazamientos arbitrarios o virtuales a los

nodos para darle mas sentido fisico. e igualando el trabajo exterior con el interior.
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(2]

//‘//(5€i0)dV+[(5ub)dV = Z(‘S(U)Xz)
[ | [tersrosam + [ @remav) -l

27

Ko+ fi=q
K = / (BTDB)dV
v

fi= /V (NTb)dV

(2.13)

(2.14)
(2.15)
(2.16)

(2.17)



Capitulo 3
ANALISIS DE VIGAS.

El andlisis de vigas para el estudio de elementos finitos,se hace para entender
en forma elemental las diferentes tipos de discretizaciones a elementos de simples a
complejos,ya que para poder entender los andlisis y calculo de placas y sélidos de
revolucién es necesario entender los diferentes items del estudio de vigas tanto so-
metidas a fuerzas axiales como a flexiones que pueden ser tratadas por teorias muy
conocidas como Bernully y Timoshenko sobre todo entendimiento de condiciones de

contorno para pasar a estadios mas complejos. [2, Pag.22]

3.1. Vigas Sometidas a Fuerza Axial.

' Una vez deducida las ecuaciones principales tanto de Tensién como de defor-
macion,rigideces y fuerzas nodales,aplicaremos esas formulas generales al caso de
vigas sometidas a fuerza axial con la cual empezariamos los casos de aplicacion y

andlisis de FEM. [3, Pag.28]

o € = (3.1)

con E que es el modulo de elasticidad de la barra;en la configuracion de equilibrio

de la barra,las tensiones las fuerzas exteriores satisfacen el (Principio de Trabajos

'Bibliografia 3— H.Partll:Eugenio Onfate,Célculo de Estructuras por el Método de Elementos

finitos,MGGraw-Hill,(1998)
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Virtuales) y en este caso en particular el principio quedaria expresado de la siguiente

manera.

///V(Jea)dV = /Ol(dub)d:c—l— zp:(duiXi) (3.2)

=1
I 5 du ! i
eFA— = / dubdx + ou; X; 3.3)
A dw 0 im1 (

Bueno usando la aproximacion de una deformacién u; la cual estaria aproximada a
una ecuacion lineal u; = uy + a;12,como ya se vio en el capitulo anterior lo que tiene

es hallar las funciones de forma. [3, Pag.28]

U; = N1a1 + deg (34)
(3.5)

Analizando la generalizacién de las deformaciones de la ecuacién lineal tendriamos.

U] = ag + a1T1 (3.6)

ug = ag + a1z2 (3.7)

Solucionando el problema de los casos tanto de ay y a; se propondria:

Figura 3.1: funciones de forma de viga Cj
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gy = A" (3.8)

Ty — X9

. ToUy — T1U2
a); = —'———-—xle (39)

Para una mejor trabajabilidad de los dos casos hay que tomar en cuenta las secciones
anteriores donde tendriamos N;...IV,,, los cuales son las funciones de forma entonces

sabiendo que z, — z; = l.,s€ tendria que: [3, pag.28]

T2 z2
/ (%Ml)AE(d—A—fzém) / [N1duy + Nodug] = bur Xy + dup Xy (3.10)

dz o

Agrupando términos tanto en du; como dausq,se obtendria fa formula siguiente:

T2 N T2
/ (dévl (EA)%Vlul dd 1(EA)£]—\{—2-U2)(ZCE — [ Nibdz—-X;=0 (3.11)

1 z z1
/ m(sz (EA) dN2 (EA)dd—Nl—uz)dm _[" Nibdz — X, =0  (3.12)
Acomodando con un arreglo matricial:
(R EAD) (EEngD) | (w ]| M Xy
dz - / bdx = 13)
T @@y @em) [ |w ) T m X,

con la cual obtenemos que para este caso de vigas sometidas a tension tendriamos

las siguientes formulas:

kia; + fi=q  (3.14)
(S(BALL) (4(EAE) .
K;= / dr = f (BFDBi)dxz  (3.15)
(S(EA)LS) (L5(EASL) )

Ny
fi= /zz bdr  (3.16)

P N,
En elementos finitos se hablan de coordenadas naturales,pues se analizan en espa-

cio natural la mayoria de sus geometrias,llevando esta solucién ah espacio natural.

[3, Pag.34]
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7OT

Figura 3.2: funciones de forma de viga Cy

Por interpolacién del polinomio de lagrange se hace un andlisis de interpretacién

geométrica.
_ -8 -8&).. (&)
N &G-&)&—-&) ... (& - &) (3.17)
N; = H(%) (3.18)
i=1 > 7

Resolviendo la formulacién por el polinomio de lagrange para el caso de dos nodos

qguedaria de la siguiente manera.

N, = (1_;_5) (3.19)
N, = (1—;§ (3.20)

Con esto ya tendriamos la posibilidad de calcular tanto el K; y f; de la cual obten-

driamos los parametros ya dados en la parte anterior.

T2 —T1 = le (321)
& = M -1 (3.22)
(z2 — 21)
¢ _ 2
a L (3.23)
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Se pondria en accién de las funciones B; y D; con ello empezariamos a formular la

Matriz de Rigidez y de fuerza.

ON: 2 ON, 2

;= [T*Z’a_é*ﬁl (3.24)
1 ¢ ON, 2 ON, 2.1,
K; = /_1( (AE)[F{ * L e * E])(§)d£ (3.25)
oNy , 2
86 1.
el 1 =21
K; = AE (3.26)
L\ 1 1
1
fe= ble (3.27)
2 11

Recordando esto seria la formula clasica de matriz de rigidez sometido a tensién
pura.Pero enelementos finitos se puede aproximar mas a la solucién real del sistema
apoyandonos en mas nodos con la cual tendriamos mas cercania de la soluciéon
correcta del problema fisico.Por eso resolveremos el mismo problema solo que esta

vez lo haremos con 3 nodos. {3, Pag.35]

0.0) g

—0.4t

Figura 3.3: funciones del Sistema Natural de tres nodos.
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Como vemos en la figura el elemento de tres nodos se analizaria de la siguiente

manera.
()€ -8)  L(E-1
Len =t =o)a—a) ~ 2 (3.28)
(- E)E-8)  EE+1)
Lz = (- 6) & — &) 2 (3.29)
CE—8)E-& .
Les =t mey@—ay - 478 (3.50)

Ahora resolviendo el caso de ¢; para el caso de solucién del caso general de los tres

nodos:
x = Nizy + Nozg + N3z3 (3.31)
%2—; = dé\g Ty + dé\? To + dé\? T3 (3.32)
‘;_fg =Xl B e, oy (3.33)
% - 26(z1 + :1322— 2x3) + 1, (3.34)
% = % (3.35)

Usando las Ecuaciones EC(2.16) y EC(2.17) de Matriz de Rigidez para poder so-

lucionar la aproximacién en el caso de tres nodos la cual quedaria de la siguiente

manera.
| 1.2 2 1.2 .1
/_( (—20) AE{(&—5)22,(—25)5,(“5)(5)}(5))@ (3.36)
€+

Como estamos asumiendo que el elemento es isotrépico y es un sistema Elastico
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lineal donde A,E,son constantes Resolviendo el sistema anterior. [3, Pag.45]

14 -16 2
EA
Ke=(7) -16 32 -16 (3.37)
2 _16 14
£(€=1)
1 2 l
fi= / 1-¢2 b§d§ (3.38)
N g
2
1
L
1

3.2. Analisis de Flexion de Vigas.

EL clasico problemas de vigas puede ser resuelto con el método tradicionales de
Resistencia de materiales sin embargo resolver el problema con el método sofistica-
do del MEF es de gran interés didactico pues en este particular problema cada nodo
puede ser trabajado con dos variables y puede servir como conceptos primarios para
estudio de placas y laminas.

Entre estos principios y conceptos bsicos existen dos formas planteadas como es-
tudio generalizado de las mismas como son el Estudio de vigas por el método Viga

Bernoulli y el estudio de vigas por el método Viga Timoshenko. [3, Pag.101]

3.2.1. Teoria de Flexion de Viga de Euler y Bernouilii.

Consideremos una viga de longitud L,seccion transversal de area A y moduio de
inercia I sobre la cual actian una serie de cargas verticales(flechas) y momentos

contenidos en el plano X Z.
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Figura 3.4: Viga Convencional

d?w
)44

dF = (By g
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Euler-Bernulli

(3.40)
(3.41)
(3.42)
(3.43)
(3.44)

(3.45)
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3.2.2. Discretizacion de elementos finitos de dos nodos.

La Incégnita fundamental del problema es la flecha w.No obstante debido a que
en la expresion del trabajo virtual interno aparecen segundas derivadas de w, se
deben usar elementos continuos de clase C;(la variable y su primera derivada han de
ser continuas) para evitar singularidades en el célculo de las integrales.Esta condicion
se puede interpretar fisicamente de manera sencilla teniendo en cuenta j—j,coincide
con la pendiente de la deformada del eje de la viga.Por tanto,dicha derivada debe
ser continua para garantizar que la deformada del eje de la viga,de tal manera dicha
derivada debe ser continua para garantizar que la deformada del eje describa una
curva suave.

El elemento mas sencillo de la viga clase C; es el unidimensional de dos nodos la

cual estaria dada de la siguiente manera: [3, Pag.104]

w = ap + 1€ + 0% + aze? (3.46)
w = oy + 2056 + 303> (3.47)

Por las condiciones de contorno la ecuacién de deformacidon quedaria sintetizada de

la siguiente manera:
- dw - dw
w = Nqyw; + Nl(E)l + Naws + Nz(%)z (3.48)

Analizaremos para cada caso las Condiciones frontera con la cual sacamos el si-

guiente cuadro comparativo :

H,|H |H, | H, | Hy | Hy | H, | H,
11o0lol1|lololo]lo
oio0o{o0|o0|1]|0]|0]1

Cuadro 3.1: Valores por cada caso de discretizacién de la Barra.

Empezaremos a resolver las ecuaciones formadas por las condiciones de con-

torno.
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FUNCIONES DE FORMA N, y N,

a-348)

Eje Y

EjeY

=1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 3.5: Funciones de forma N; y N,

FUNCIONES DE FORMA N,y N,
1.0 T T T

22 4384

Eje Y
[=]
o

L
-1.0 -0.5
10 T

%(_1*“5? +£)

EjeY

~1.0 -0.5 0.0 Q0.5 1.0

Figura 3.6: Funciones de forma N, y N,
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)

01 -2 3 o 0
4 b =< (3.49)
11 1 1 o 0
01 2 3 o3 0
L J \ / \ /J
B 7 4 N 4 Y
1 -1 1 -1 o 0
01 -2 3 o 1
S F = 4 ? (3.50)
11 1 1 s 0
001 2 3| |a) (O]

01 -2 3 a | o
J r=ﬁ f (3.51)
1 1 1 1 Qo 1
LO 1 2 3 i\ a3 ) \ 0 )
- M7 7 3 ( 3
1 -1 1 -1 Qg 0
0o 1 -2 3 ar | 0
ooV (3.52)
1 1 1 1 Olg 0
| 0 1 2 3 Il a3 ) | 1 )
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Resolviendo las ecuaciones matriciales anteriores se obtendran los coeficientes
de la formula general
H; = ap + ar€ + 028 + a38®
con la cual tendriamos los coeficientes para cada caso de las condiciones de Con-

torno.

(67h) %
(65} —%
| b =4 > (3.53)
(85 0
1
ka3 Y . 4 )
( 3 ( \
Qo i‘
(85} —"11
b=y ¥ (3.54)
(67) —i
1
(¥ ) \ 4 J
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( 3\ 4
Xg %
a %
{v =y
(85 0
1
L @3 ) \ 1
( 3 (
(7)) ——i
(05} —i
. P = 9
(87)] 411
1
L Q3 y, L 4

(3.55)

(3.56)

7

Con esto obtendriamos las funciones de forma para el caso de flexién de Viga Ber-

noulli.

Ny =523+

1
=71 -£-8+8)

A

Ny = 32+ 36 — €9

(-1-£+€+¢)

—- 1
szz

(3.57)
(3.58)
(3.59)

(3.60)

3.2.3. Matriz de Rigidez Viga Bernoulli.

Con todos los datos anteriores empezaremos con la propuesta de encontrar la

Matriz de rigidez para el caso de viga Bernoulli, aplicaremos la formula f;, BY D B;dv

con la cual veremos las particularidades flectores y complementariamos con el siste-

ma Axial de fuerzas para completar la matriz de rigidez de una viga.

Para ello haremos uso de la discretizacién de dos nodos para los ejes x en la cual
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estableceriamos lo siguiente: [3, Pag.103,104]

_log,  1+E

) T+ ) (361)

T

Empezaremos a resolver el paso de un sistema natural al cartesiano de la siguiente

manera:
dr I,
a4 .62
2 (3.62)
Reemplazando en la ecuacién(2.16)para lo cual ya hallamos las funciones de forma
y el traslado de un sistema por medio del Jacobiano anterior.

4 3

sl

e

g dNy dN; dNy dNy,l.
= = E e .

dN>

&

[ 12 6L -12 6L

1| 6l 412 —6l, 22
m:% (3.64)
21 -12 -6, 12 —6l,

6l 22 —6l, 42

L -

Como se pueden ver es la matriz de rigidez aprendida en el curso de Andlisis Estruc-
tural ;estariamos estableciendo ya en este momento la matriz de Ks.6) para lo cual

nos agenciariamos de la Ec(3.26)y también la ecuacion EC(3.64).[3, Pag.107]
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AE
T 0 0

0 12’;"—31 6?—;
0 6% 4f
Kr =
_AE 0 0

0 -12% 6%

0 6% 2

e

o0
0 —12%’
0 -6

4 0
0 12%’
0 6%

EI
6 z

EI
2%

EI
6%

EI
4%

(3.65)

Para hallar las fuerzas en las vigas en forma general usaremos la ecuacién general

de K;a; + f¢ = glacual f¢esiguala [ N[ qdv que en este caso seria de la siguiente

manera: [3, Pag.107]

l
N _d
| T l2
N —iz
/J qdw=4
N, !
A a2
\ N, J \ 12

3.2.4.

"

v |
M,

Vs

M,

\ J

Teoria de Flexion de Viga de Timoshenko

(3.66)

La teoria de vigas de Timoshenko comparte hipétesis de la teoria clasica.Por con-

trapartida,la nueva hipétesis establece que Las secciones planas normales al eje

de viga antes de la deformacién,permanecen planas pero no necesariamente

normales al eje después de la deformacion.

Esta hip6tesis representa una mayor aproximacion a la deformacion real de la seccioén
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transversal en vigas de gran canto.A medida que la relacién longitud/canto disminu-
ye,las secciones transversales dejan de conservarse planas después de la deforma-
cion. [3, Pag.119]}

dwidx

Figura 3.7: Viga con giro Adicional ¢

o=t (3.67)
dz
du do
€Ep = E; = —Z% (3.68)
dw du dw
'Yzz*‘%‘*‘a—%—a——(ﬁ (3.69)

Por consiguiente la teoria de Timoshenko equivale a considerar el efecto de la de-
formacién por cortante transversal,coincidiendo la magnitud de dicha deformacién
adicional de la norma ¢ los dos esfuerzos tanto de o, y 0., se relacionan con las

correspondientes deformaciones por: [3, Pag.121]

o, = Be, = —2EL (3.70)
dz
dw do
Qi = GA(SE ~6) = GArs (3.72)
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Figura 3.8: Andlisis de Vigas tanto en Momento como en Cortante.

Ahora aplicando el principio de trabajo virtuales pero con la condicion de hacerlo
lineal o constante al elemento cortante de la Viga Timosheko 7., = aGy,,,donde «

es la cortante de forma o de distorsion A* = aA.

// /(5€m + 0YpaTaz)dV = — /Jqda: + Z 6(%)zMZ + Z dw; Z; (3.73)
v L i=1 i=1

Ahora simplificando la expresién con los datos anteriores deducidos anteriormente

qguedaria de la siguiente manera: [3, Pag.123]

dé dé dw . dw
JeGEI ) + 4G —0)6A (G Nds (3.74)

3.2.5. Elementos finitos para flexion de vigas de Timoshenko.

La flecha de la viga Timoshenko esta en funcion en este caso de 8 y w variables

independientes de continuidad Cy por lo tanto se pueden interpolar por separado
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cada una de ellas por:

w(§) = Ni(§)wy + No(§)ws
0(&) = N1(£)0: + Na(£)0:

Donde w,,0; y wo,05 son flechas y giros de los nodos 1 y 2 del elemento.

_de _ dNi(§) ONy(€) , \ d€
@ e Ot g,
d de ON. ON. d
Yoy = EQ—:_ —0= i (%wl + ;g(g)wz)zé — N16, — Nab,

(3.75)
(3.76)

(3.77)

(3.78)

Utilizando una formulacién isoparametrica idéntica a la empleada para el elemento

barra de dos nodos se obtiene que % = 13 las ecuaciones Ec.3.79 y Ec.3.78 pueden

ser escritas de la siguiente manera:

X = Bya

Yoz = Bcaf

246N 2 6N,
By =[0,——=,0, ———
.f [ 7le 5{ ’O’le 55]

26N, 2 6N,
Z—&:‘,— I’Z;?’“N?]
a; = [w1,01,w2,02]

c=[

Resolviendo las derivadas de los vectores se tendria:

1 1
B;=1[0,—=,0,—

f [07 lc,O, le]
le-11 -1

> 2 'l 2

B, =

(3.79)
(3.80)

(3.81)

(3.82)
(3.83)

(3.84)

(3.85)

Con las formulas anteriores calcularemos la Matriz de Rigidez general de la Viga

segun teorfa Timoshenko. para eso volveremos a resolver o simplificar la ecuacién

Ec(3.74) que segun las formulas deducidas en las ecuaciones 3.79 y 3.80 reempla-

zando en la formula 2.13 o el Principio de Trabajo Virtual.

60" /l [BT(EI)B; + BY(GA)B.dx(a®) = — (6T [ N (q)dz + 607, (3.86)

le
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tras Simplificacion de la formula queda de la siguiente manera :
[KF + Kla® — f* =g (3.87)
Deduciendo de la Primera parte de la formula anterior quedaria:
K§= /l B} (EI)Bydx (3.88)
K¢ = /l BT(GA*)B.dx (3.89)
El vector de fuerzas nodales equivalentes debidas a las cargas repartidas q; y

fo=— | N'gds (3.90)
le

N = [Ny,0, N,,0] (3.91)

El vector de Fuerzas nodales de equilibrio que permite ensamblar las contribuciones
de los distintos elementos de la matriz de rigidez y en el vector de las fuerzas globa-
les.

Todas las integrales anteriores pueden transformarse sobre el dominio normalizado
del elemento.Asi,teniendo en cuenta que dx = %df,las ecuaciones Ec(3.88,3.89,3.90)

se escribirian como: [3, Pag 124-126]

1
K;= /_ 1 B}’(EI)Bf%@dg (3.92)
1
K, = /_ 1 BgT(EI)Bg%dg (3.93)
1
fo=- / Nl g (3.94)
2

3.2.6. Matriz de Rigidez Total V.Timoshenko y Efecto de Bloqueo.

Como en las anteriores ecuaciones se deduce que solo debe existir un solo punto
de integracion,ya que todos los términos del integrando de Ky exige un solo punto

de integracién,ya que todos los términos del integrando son contantes asi pues tras
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operar las operaciones obtenemos.

[0 0 0 o0
01 0 —1
EI
&
00 0 0
0 -1 0 1

-

(3.95)

Por otra parte la integracién exacta de la matriz de rigidez de cortante precisa dos

puntos de integracién por parecer en el integrando K, términos de segundo grado ¢

,obteniéndose:

Kcz(

GA”

[ I
Le —
1k 1
L 2 _1L
2 3 2
l
l
o _tc
1 -2 1
el  _L
L 2 2 2

R

[X] e

wh®

rols~

(3.96)

Ahora sumamos las matrices y obtendremos una matriz general para lo cual la ma-

triz quedara de la siguiente manera y hallando a la vez un sistema de voladizo y

resolviendo con €l sistema de V.Timoshenko. [3, Pag ]

GA*
2

GA*
l

GA*  (GA 4 BIY

(%1 8

GA* ]
2

-og (G- 8

_GA*
I 2

7 (G+ D) |
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wy

Wy

02

y

Vi

]

’ (3.97)
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Por las condiciones de contorno tendriamos que w; = 0y que 6; = 0 con ello
analizariamos las soluciones para la deformacién ws para su respectiva comparacion
con el sistema V.Bernoulii.

GA* __GA*
1 2

= (3.98)

~o o o ) Lo

Resolviendo y desarrollando la matriz el problema quedaria de la siguiente manera:

Wy (G4 + By L P
v
= — 3.99
ey 2 (3.99)
02 £ B 0

donde v = &2E% la flecha o la deformacion vertical estaria dada por:

/ 3

¥ l B
vy+1 GA*  3FEI

w2

Analizando el cociente entre la solucidn sin cortante y la solucién con cortante, que-
daria de la siguiente manera:

2
o= % _ 43____)53(’\)\2133)) (3.101)
Légicamente el valor de ¢ deberia tender a la unidad a medida que A o esbeltez
aumente pero vemos que segun lo que hemos sacado es totalmente incorrecto eso
quiere decir que el que la viga de Timoshenko de dos nodos es incapaz de repro-
ducir en el limite Ia teoria clasica de vigas asi a medida que la longitud aumenta
se produce un fenémeno de sobre rigidez curiosamente cuando llega a a tener mayor
importancia hasta llegar ah blogquear la solucién. [3] Para tratar de llegar a una exac-

titud logica es visto que se tiene que sub-evaluar es decir integrarlo solo en un solo
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2014.

20 VIGA EN VOLADIZO ANALIZADA V.TIMOSHENKO DOS NODOS

15 b e 4
,”‘2,‘,”3 : : :

10k “" ...................... ..................... ..................... i
1 e :
Dot
| 34X 43)
sl & ... e SO O S S i
00"

Figura 3.9: Andlisis de Viga en Voladizo V.Timoshenko.

punto eliminando £ = 0 y asi tener una solucién que no se distorsione en los limites.

D=

&=

[T

-111
Bc—[_l;_7§1'zv
-111 1
[le ,E,E,--i])
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de la cual la matriz de rigidez K. quedaria de la siguiente manera es decir la matriz

de integracién en un solo punto: [3]

le le
1 2 -1 2
L B _1 B
2 4 2 4
GA*
K.= (=) (3.104)
—le =l
-1 2 1 2
L 2 _. B
| 2 4 2 4 |

Resolviendo igual que en el sistema anterior quedaria de la siguiente manera pues
la matrices de Rigidez y Flexibilidad después de eliminar los grados de libertad del
empotramiento.

% _GA*
K = (3.105)

- (S B

(G + am) —a5
F= (3.106)

2 (-l_
2E1 EI

La relacion entre este valor y el exacto para las vigas esbeltas es:

w2 3X+43
P ) e | 4N

exacta

(3.107)

La variacion de la nueva funcién ¢ con A\ se ha representado en la figura Fig3.9
vemos como fa solucién anterior si se aproxima a la real ya que la otra solucion
de las ecuaciones anteriores al A — 0 es oo pero con este sistema subevaluado

A —> oo esigual a 0.75.

Pero analizando la anterior solucién vemos que existe un bloqueo ya que al acercarse

a 0 esto tiende al infinito.
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3.3. Programacion para Vigas hecho en Python.

Deberiamos empezar esta seccién con la pregunta del rigor por ;que en python?,
conociendo otro paquetes de programacién como el Visual Basic,Mathcad,Matlab y
otros, es que si tomamos en cuentas todos los lenguajes anteriores son privativos es
decir si no compras las licencias correspondientes tu script o pequefio programa no
sirve y como funcionan como pre compilacién pues las licencias y todo eso se vuel-
ven practicamente insostenibles se esta optando por una programacién de software
libres pues esto va acompafado a la légica y a la moralidad de compartir pues en lo
personal me parece maligno y egoista guardar el conocimiento pues es un derecho
universal de la educacién mundial en ese sentido quiero empezar este bloque dicien-
do que el mundo necesita una légica y argumentos diferentes para subsistir sobre
todo en paises con subdesarrollo como el nuestro la cual merece una oportunidad de

cambio no solo moral si no también tecnolégico.

Figura 3.10: Una de las librerias de python.

3.3.1. Que es Python?.

= Programa Interpretado y de Script.

Un lenguaje interpretado o de script es aquel que se ejecuta utilizando un pro-
grama intermedio llamado intérprete, en lugar de compilar el cédigo a lengua-
je maquina que pueda comprender y ejecutar directamente una computadora

(lenguajes compilados).

La ventaja de los lenguajes compilados es que su ejecucién es mas rapida. Sin
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embargo los lenguajes interpretados son mas flexibles y mas potables.

Python tiene, no obstante, muchas de las caracteristicas de los lenguajes com-
pilados, por lo que se podria decir que es semi interpretado. En Python, como
en Java y muchos otros lenguajes, el cédigo fuente se traduce a un pseudo
cédigo maquina intermedio llamado bytecode la primera vez que se ejecuta,
generando archivos .pyc o .pyo (bytecode optimizado), que son ios que se eje-

cutaran en sucesivas ocasiones.

Tipado Dinamico.

La caracteristica de tipado dinamico se refiere a que no es necesario declarar
el tipo de dato que va a contener una determinada variable, sino que su tipo se
determinaréa en tiempo de ejecucion segin el tipo del valor al que se asigne, y

el tipo de esta variable puede cambiar si se le asigna un valor de otro tipo.

Fuertemente Tipado.

No se permite tratar a una variable como si fuera de un tipo distinto al que tiene,
es necesario convertir de forma explicita dicha variable al nuevo tipo previamen-
te. Por ejemplo, si tenemos una variable que contiene un texto (variable de tipo
cadena o string) no podremos trataria como un nimero . En otros lenguajes el
tipo de la variable cambiaria para adaptarse al comportamiento esperado, aun-

que esto es mas propenso a errores.

Multiplataforma.

El intérprete de Python estéa disponible en multitud de plataformas (UNIX, So-
laris, Linux, DOS, Windows, OS/2, Mac OS, etc.) por lo que si no utilizamos
librerias especificas de cada plataforma nuestro programa podra correr en to-

dos estos sistemas sin grandes cambios.
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s Orientado a Objetos.
La orientacién a objetos es un paradigma de programacién en el que los con-
ceptos del mundo real relevantes para nuestro problema se trasladan a clases y
objetos en nuestro programa. La ejecuciéon del programa consiste en una serie

de interacciones entre los objetos.

Python también permite la programacién imperativa, programacién funcional y

programacion orientada a aspectos.

3.3.2. Librerias Principales de python.

Python dispone de una amplia coleccion de librerias, que simplifican nuestra tarea
a la hora de escribir cédigo. El objetivo de este tema es ensefiar cémo funcionan
algunas de las librerias, para que los usuarios noveles de este lenguaje tengan una
base para utilizar la mayoria de las librerias disponibles, que son muchas, ademés
de proporcionar unos consejos que, evitardn mas de un dolor de cabeza o fallos

inesperados a la hora de ejecutar un cédigo.

= Numpy

NumPy es el paquete fundamental para la computacién cientifica con Python.
Contiene entre otras cosas: un poderoso N-dimensional array de objetos so-
fisticados (radiodifusién) funciones herramientas para la integracién de cédigo
C / C + + y Fortran cédigo algebra lineal dtil, la transformada de Fourier, y la

capacidad de numeros aleatorios

Ademas de sus usos cientificos obvias, NumPy también se puede utilizar co-
mo un eficiente multi-dimensional contenedor de datos genéricos. Arbitrarias
de tipos de datos pueden ser definidos. Esto permite NumPy para integrar y

rapidamente con una amplia variedad de bases de datos.

Numpy esta licenciado bajo la licencia BSD , lo que permite su re utilizacién con

pocas restricciones.
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Figura 3.11: Simbolo de Numpy

= Scipy
Depende directamente de numpy es una libreria de calculo numérico sirve para
establecer todo tipo de calculo numérico y potencialmente grande para estable-

cer datos de todo tipo matemético.

s Matplotlib
matplotlib es una de las biblioteca de trazado 2D que produce figuras de calidad
de publicacién,en una variedad de formatos impresos y entornos interactivos,a
través de plataformas. Matpiotlib se puede utilizar en scripts para python, la pi-

tén y la ipython shell, servidores de aplicaciones web.

Matplotlib trata de hacer las cosas faciles . Puede generar gréficos, histogra-
mas, espectro de potencia, graficos de barras, errorcharts, diagramas de dis-

persién, etc, con s6lo unas pocas lineas de cédigo. [5]

3.3.3. Programa hecho en python

Con lo dicho anteriormente vamos ah establecer la primera parte del codigo fuente
del sistema y hacer unos pequenos ejemplos de aplicacién de vigas continuas y esto

compararlo con programas como el sap.
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#! /usr/bin/python

#PROGRAMA DE VIGAS_SAMAX PRIMERA PARTE DE TESIS

from numpy import *

from scipy import *

from matrix2d import *

from numpy.linalg import =*

from scipy.linalg import =

from FForma import x*

from Graficos importx

print (’ PROGRAMA HECHA EN PYTHON PONER LOS DATOS DE
SISTEMAS NODALES [0,1.00000000]?)

n=input (’Colocar el Numero de Vigas :?)
nodos=n+1
Cord=1[]
for i in range(modos):
s=input (’Colocar las Coordenadas de los nodos :?)

Cord = Cord + [s]
Cordi=array(Cord)

L=[]
for i in range(nodos):
for j in range(modos):
if joi==1:
L = L * [norm(Cordi[jl-Cord1(i])]
#COLOCACION DE PROPIEDADES DE LA BARRA 0 VIGA
Pt=[]
for i in range(nmn):
Pi=input (?Colocar las Propiedades [E,b,h]:’)

Pt=Pt+[Pi]

#COEFICIENTES DE ELASTICIDAD DEL SISTEMA
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E=[]
I=[]
for i in range(len(Pt)):

E=E+[Pt[i][0]]

#ELEMENTOS DE INERCIA DE LOS ELEMENTOS
for i in range(len(Pt)):

I=I+[Pt[i] (13 *x(Pt[i]l [2]%**3)/12.0]

#MATRICES DE RIGIDEZ DE L0OS ELEMENTOS

K={]

for i in range(len(Pt)):
s=Matrix(E[i],I1[il,L[i])
K=K+[s.Constructor ()]

#ACOPLAMIENTO DE LA MATRIZ GLOBAL

Ri=range(n)

R2=range(1,n+1)

ui=Q)
for i in range(len(R1)):
for j in range(len(R2)):
if i==j:
UL=U1+(R1[il ,R2[j]1)
U2=np.array([U1[i]l+1 for i in range(len(U1))])

s=len(U1)/2
U3=np.reshape(U2,(s,2))
U4=U3*2

0=[1

WQ=array([range(U4[i] [0]-2,U4[i1[0]) for i in range(len(U4))])
WR=array([range(U4[i]{11-2,U4[i1[1]) for i in range(len(VU4))1)
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for i in range(len(WQ)):
for j in range(len(WQ)):
if i==j:

0 =0 + [array([WQ[i),WR[jl]).reshape(4)]

Ub=array (0)

Ord=transpose (U5)

""“MATRIZ DE ORDENAMIENTO ---~- >Q0rd"""

KT=zeros ((2*nodos ,2*nodos))

#PROCEDIMIENTO DE ENSAMBLAJE DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ.
for i in range(4):
for j in range(4):
for s in range(len(K)):
KTLO0rd[i]l[s]]1[0rd[jI1[e]l] =
KT[0rd[i](s)1C0rd[j1[sl]+K[s1[i1[j]

#COLOCAR L0OS GRADOS DE LIBERTAD DE LOS NODOS 0 APOYO0S.
M=[]
for i in range(nodos):
u=input (’Nodos Empotrados [0,0] Nodos Fijos [0,1]
Nodos Libres [1,1] :?)
M =M+ [u]

N=array(M).reshape(2*nodos,1)

#COLOCAR LAS FUERZAS TANTO EN NODOS COMO EN ELEMENTOS DE RECURRENCIA
F=[]

y=0]

for i in range(n):

w=input (’Colocar el Valor de [1] fuerza Puntual o
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{2} Fuerza Dist :?)

if w==1:
"""Deducidos en La Tesis"""
q=input (’Colocar [Q_i,Xi] :?)
Q1=Forma(qf1],L[i])
U=[[q[0]*Q1.N_1(),q[0]*Q1.N_2()],[q[0]1*Q1.N_3(),qL0]*Q1.N_4(D]]
y =y + [d]
F=F +1U

if w==2:
"v*Deducidos en La Tesis"""
s=input (’Colocar el valor de qi :’)
B=[[s*L[i]/2.0,s*L[i1**2/12.0],[s*L[i]/2.0,-s*L[i]1#*2/12.0]]
F=F +B

y + [[s,0]]

It

y

FV=array(y).reshape(n,2)

FI=array(F)

#MATRIZ DE FUERZAS DE LOS ELEMENTOS

FR=[]
for i in range(l,len(FI)-1,2):
for j in range(2,len(FI)-1,2):
if i!'=0:
if j1=0:
if i!'=len(FI)-1:
if jt=len(FI)-1:
if j-i==1:
QW=[array (FI[i]l)+array(FI[j1)]
FR = FR + QW

FU=array((larray (FI[0])]+FR+[array(FI[len(FI)-11)1)
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#CALCULO DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ CORREGIDA

GDLO={(]
for i in range(len(N)):
if N[il==0:
GDLO = GDLO+[i]

GDT=array (GDLO)
KMi=delete (KT,GDT,axis=0)
KM2=delete (KM1,GDT,axis=1)

FGDL=[]
for i in range(len(N)):
if N[i]!'=0:
FGDL=FGDL+[FU[i]]
FGDLi=array(FGDL).reshape(len(KM2),1)

#HALLANDO EL VECTOR DE LOS DESPLAZAMIENTOS

#PROCESO DE SEPARACION PROPIEDADES DE VIGAS
UPP=[]
for i in range(len(M)):
for j in range(len(M)):
if j-i==1:
UPP=UPP+[M[i]+M[j]]
UPPi=array (UPP)
AMY=[]

for i in range(len(N)):

59




Universidad Nacional de Cajamarca.
Método de Elementos Finitos.
2014.

Asesor:Ing Marco Mendoza Linares.
Tesista:Christian G. Salcedo Malaver

if N[il==1:
AMY=AMY+[[i]]

AMYl=array (AMY)
for i in range(len (AMY1)):
N[AMY[i]]=Despl[il

N2=N.reshape(len(N)/2,2)

POR=[]
for i in range(len(N2)):
for j in range(len(N2)):
if j-i==1:
POR=POR+[([N2[i]]1+[N2(j11)]
POW=np.array (POR)

#PARCIALIZAR LOS X[i] PARA DE TAL MOTIVO
SACAR LAS GRAFICAS DE LOS ELEMENTOS VIGAS.
x={]
for i in range(m):
xl=arange(0,L[i),0.1)
X = X + [x1]
Form={[]
for i in range(mn):
QR=Forma (X{i],L[i])
Form=Form+ [QR]
Resid=[]
for i in range(m):
QM=Residuo (X[il,L[i],FV[il[0],E[i],I[i])
Resid = Resid + [QM]

DEF=[]
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for i in range(mn):
QT=Form[i] .N_1 (O *POW[i] [0]J [0]+Form[i].N_2 () *POW[i]l[0]{1]+Form[il]
N_30O)*POW[i]l[11{0]+Form[i] . N_4()*POW[i]J[1][1]1+Resid[i]l.R_10)
DEF = DEF +[QT]

DEFC=[]

for i in range(m):
QE=Form[il.Gr_1 () *POW[i] [0]1 [0]+Form[i].Gr_2()*POWL[iJ (0] [1]+Form{
.Gr_3()*Pow[il [1]1[01+Form[i]l.Gr_4 () *POW[il [1]J[1]+Resid[i].R_2Q)
DEFC = DEFC + [QE]

Mom=1[]

for i in range(n):
QU=Form[i] .M_1 () *POWLi]l (0] [0]+Form[i]).M_2()*POW[i][0]J[1]1+Form{i]
M_30)*POWLi] (131 [0)+Form[i].M_4 () *POW[i]l[1][1]+Resid[il.R_3()
Mom = Mom +[QU]

Cort={]

for i in range(n):
QV=Form[i].V_1 () *POW[i] [0]) [0 +Form[i].V_2 () *POW[i][0]J[t]+Form(i]
V_30)*POW[il[1]1[0]+Form[i].V_4 () *POW[i] [1]1[1]1+Resid[1].R_4 Q)
Cort=Cort+{QVv]

#GRAFICAS _TERMINAREMOS YA EL PRIMER Y SEGUNDO CAPITULO ;)

while True:
p=input (’Elegir Viga :’)
i=p-1
DefT.plot (X[il,DEF([i],’ro?)
GirT.plot (X[il,-DEFC[i],’ro’)
MomT.plot (X[il ,Mom[i],’ro?)
CorT.plot (X[i],-Cort[i],’ro?)
plt.show ()
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Capitulo 4

PROBLEMAS DE ELASTICIDAD
BIDIMENSIONAL.

4.1. Introduccion.

En este capitulo se presenta la aplicaciéon del método de los elementos finitos al
andlisis de estructuras en las que se cumplen las hipétesis de la elasticidad bidimen-
sional(tension o deformacion plana).la mayor parte de los conceptos que apareceran
a lo largo del capitulo seran utilizados en el resto de la tesis al tratar otros proble-
mas de estructuras en dos, e incluso tres dimensiones.Por consiguiente,este capitulo
puede considerarse, en gran parte,como introductorio a la metodologia general de
aplicacion del método de los elementos finitos a estructuras bi y tridimensionales. [2;
Pag 47]

Existe una gran variedad de estructuras de interés practico dentro de la ingenieria en
las que se puede hacer uso de las hip6tesis de la élasticidad bidimensional.Dichas
estructuras se caracterizan por tener una forma aproximada de prisma recto.No obs-
tante,segun la proporciéon que guarden las dimensiones de dicho prisma,y la disposi-

cion de las cargas,pueden clasificarse en uno de los tipos siguientes:

» Problemas de Tension Plana.

Se dice que una estructura prismética esta en estado de tension plana si una
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Concrete
gravily dam

i Digplacements :  w=|u, v]T

v e Bodyforces:  b=[b,, b1’
Surface tractions : 1 =14, ly]T
Point loads : pi=[B,, . B,

Figura 4.1: Elementos en Tension Plana y Deformacién Plana.

de sus dimensiones (espesor) es mucho menor que las otras dos, y sobre ellas
actGan Unicamente cargas contenidas en su plano medio.Entre los problemas
de estructuras que se incluyen dentro de esta categoria podemos citar los de
andlisis de vigas de gran canto,placas con cargas en su plano,presas contra-

fuertes,etc.

Problemas de Deformacion Plana.

Una estructura prismética esta en estado de deformacién plana si una de sus
dimensiones (Longitud) es mucho mayor que las otras dos y sobre ella actdan
Gnicamente cargas uniformemente distribuidas a lo largo de toda su longitud
y contenidas en planos ortogonales al eje que une los centros de gravedad
de sus distintas secciones transversales, dentro de esta clasificacion se pue-
den incluir entre otros,los problemas de muro de contencién,presas de grave-
dad,tuberias bajo presién interior y diversos problemas de ingenieria del terreno
(tGneles,andlisis de tensiones bajo zapatas,etc) una de las principales ventajas

de la teoria bidimensional es que permite el estudio de {os problemas de tensién
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y deformacién plana. [3]

4.2. Teoria de la Elasticidad Bidimensional.

Presentemos los conceptos que hay que conocer de la teoria de elasticidad

bidimensional para la utilizacién del método de elementos finitos.

4.2.1. Campo de Desplazamientos.

Las caracteristicas geométricas y de cargas de una estructura en estado de
tension o deformacién plana permiten establecer la hipétesis de que todas las
secciones perpendiculares al eje prismatico 2z se deforman en su plano y de ma-
nera idéntica .Por consiguiente,basta con conocer el comportamiento de cual-
quiera de dichas secciones.Asi ,consideramos una | genérica contenida en el
plano z — y de cualquiera de las figuras().El campo de desplazamientos de la
seccion esta perfectamente definido si se conocen los desplazamientos en las
direcciones z y y de todos sus puntos.El vector de desplazamientos de un punto

se define,por tanto,como [2, Pag 47 ]

u(z,y)
u(z,y) = (4.1)

v(T,y)

Donde u(z,y) y v(z,y) son los desplazamientos del punto en direcciones de

los ejes x , y,respectivamente.
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Figura 4.2: Tensi6n Plana

4.2.2. Campo de Deformaciones.

Analizando el campo de desplazamientos y haciendo uso de la teoria general

de elasticidad .

_ Ou

ov
&y = a3y (4.3)

ov  Ou
Yoy = % + % (4.4)
Yoz = Yyz = 0 (45)

Con respecto a la deformacién longitudinal £, hay que sefalar que en el caso
de tension plana dicha deformacién no es nula ,pero se supone que lo es la
tensién o,.Por consiguiente,en ninguno de los dos casos hay que considerar la
deformacion &, ya que no interviene en las ecuaciones de trabajo de deforma-
cion al ser producto ¢,£, nulo.Asi,pues el vector de deformacién significativas

de un punto se define para tensién y deformaciéon plana como [4, Pag.134]
§= [&mfya 'me]T (4.6)
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4.23. Campo de Tensiones.

Se deduce en las ecuaciones Ec.(4.2)... Ec(4.5) que las tensiones tangencia-
les 7, y Ty, son nulas.Por otra parte por los mismos motivos explicados en el
apartado anterior para la deformacién ¢, ,la tension o, no trabaja y el vector de

tensiones significativas es [3, Pag.158]

0 = (04,04, Tay)" (4.7)

4.2.4. Relacion Tension - Deformacion.

La relacién entre tensiones y deformaciones se deduce de la ecuaciéon cons-
titutiva de la elasticidad tridimensional,con la hipétesis simplificativas descri-
tas anteriormente(o, = 0 para tensién plana,£, = 0 para deformacion plana y
ez = Yy, = 0 en ambos casos).Tras realizar las correspondientes operaciones
puede encontrarse la siguiente relacién matricial entre tensiones y deformacio-

nes
o= D¢ (4.8)

En la ecuacion Ec(4.8) D es la matriz de constantes elasticas (0 matriz consti-

tutiva)
[ T
dii dip O
D= dyy day O (4.9)
0 0 dss

'[4]— Sergio Gallegos Cazares,Andlisis de Sélidos y Estructural mediante el método de elemen-

tos finitos
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Del teorema de Maxwell-Betti se deduce que D es siempre simétrica,y d» =

dy; .Para elasticidad isotropa se tiene:

Tension Plana Deformacion Plana
di1 = do = 125 dyy =dyp = (1f:,)1(:2,,)
(4.10)
dia=dn =325  dip=dn=(Z)%)
_ _E __E _
) ds3 = iy — G

Siendo E el médulo de elasticidad y v es el coeficiente de Poisson. Para un
material ortétropo con direcciones principales de ortotropia seguin x e y,la matriz

D tiene la expresion siguiente:

Uy Vgl 0
Tension Plana D = ;—>— | v,,E, E, 0
0 0 (1= VnyVys)Gay |
(4.11)
ak, bOE, 0 |
Tensiéon Plana D= 25| ¢cE, dE, 0

0 0 (ad—bc)Gay |
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Donde los diferentes factores estarian dados por:
1 _ 14+ vy, N 1+ vgy

412
Gy E, E, ( )
a=1—vy0, b=y + U5V, (4.13)
C = Uyg + VyVzz d=1- Ve2Vzz
puesto que D debe ser simétrica se cumple

E E b
== gg-”—zi(Tensi(’)n Plana) y =¥ = —(Deformacion Plana) (4.14)

Ea: Vyzx Ea: c

Si las direcciones principales de ortotropfa z ',y estan inclinadas un angulo 6
con respecto a los ejes globales de la estructura z e y la matriz constitutiva se
obtiene como sigue.Las deformaciones en eje x’ y y’,se expresan en funcién de

sus valores en ejes x,y,por: {3, Pag 160]

(P-Uu=1 (4.15)
(P-Uut=y (4.16)
zcos(6) + ysen(d) = «’ (4.17)
—zsen(8) + ycos(8) =y (4.18)

Con esto podemos analizar también los desplazamientos en u y en v con lo
cual tendriamos lo siguiente: [6]

u = ucos(6) + vsen(6) (4.19)

’

v = —ucos(8) + vcos(0) (4.20)

Con los datos Anteriores y usando las formulas general ¢ = %‘ con la cual

analizaremos los diferentes paso de coordenadas .

!

_Ou ou' 8x Ou Oy
* =57~ Bz 0z * Oy or' (4.21)
o' o oxr O oz
= — = — 4+ —— 4.22
Y=oy " owoy Tomay 22
o o _ o' o ooy Ouodr Ou dx
7zy'—537+%_5}—%+6_y5:}7+556_y+%5? (4.23)
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= Reemplazando las ecuaciones Ec(4.17-4.18-4.19-4.20) en las ecuaciones Ec(4.21-

4.22-4.23) con la cual tendriamos lo siguiente:

= 4052 (0) + yaysen(B)cos(0) + e,5en?(6) (4.24)
; = gy8en?(0) — Yzysen(8)cos(8) + e cos*(0) (4.25)

Yoy = Ex — 2c05(0)sen(8) + £,2cos(8)sen() + Yoy (cos®(6) — sen?(6)) (4.26)

s Acomodando el sistema en un sistema matricial el sistema quedaria de Ia si-

guiente manera:

( cos?(6) sen?(0) sen(0)cos(6) \
€,/ Es
&/ (= sen?(6) cos*(0) —sen(6)cos(8) g, (#27)
gy Yy

\—28677,(9)608(9) 2sen(f)cos(6) cos*(8) — sen?(0) )

= La formula quedaria de la siguiente manera con la cual se podria establecer la

siguiente formula:

!

e =Te (4.28)

= Por otra parte también puede demostrase que que las tensiones en los ejes
globales se relacionan con sus valores enejes 7' y y
o=T% (4.29)

o=D¢ (4.30)

Donde D’ viene expresada en Ec(4.11) para material ortotrépo.

Finalmente,haciendo uso de las Ecs(4.29)-(4.30) se obtiene:

0 =TTD'Te = De (4.31)
D=TTD'T (4.32)
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A

/4

Figura 4.3: Material Ort6tropo con direcciones principales de ortotropia z' y ¢

Es facil comprobar que la matriz de D en los ejes globales es también simétrica
.La expresién de los coeficientes d;; para el caso de elasticidad anisétropa. Si el
solido esta sometido a un estado de deformacidn inicial,tal como puede suceder
en el caso de deformacién térmica,las relaciones pueden modificarse. La de-
formacion totale es ahora igual a la elastica €° mas la inicial.Por otra parte,las
tensiones siguen siendo proporcionales a las deformaciones elasticas,con lo

gue la ecuacién constitutiva se describe como: [3, Pag 161]

o= De® = D(e - £°) | (4.33)

4.2.5. Formulacion de Elementos Finitos.Elemento de tres
Nodos.

Consideraremos en primer lugar el uso del sencillo elemento triangular de tres
nodos.Este elemento esta considerado primario en el estudio de problemas

estructurales bidimensionales por el método de elementos finitos.ya hemos co-

mentado que mucho antes de la aparicion de este método Courant sugiri6 el
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uso de una interpolacion polinomica lineal sobre sus subdominios triangulares

para aproximar la solucién numérica de ecuaciones diferenciales. [3, Pag 168]

Anos después,Turner et al.En un clasico articulo propusieron la divisién de los
dominios bidimensionales en triangulos de tres nodos para facilitar su andlisis
matricial.Por ello,dicho elemento es conocido como elemento de Turner.El trian-
gulo de tres nodos pronto adquirié gran popularidad entre ingenieros estructu-
rales.De las muchas aplicaciones practicas de dicho elemento en su primera
etapa hay que destacar las relaciones con el calculo de presas de gravedad que
constituyeron una autentica innovacién en la metodologia tradicional del anali-
sis de dichas estructuras [2, pag.55].La clave del éxito del elemento triangular
de tres nodos fue su gran versatilidad y sencillez que,como veremos,permite
asimilar facilmente el proceso de analisis de un dominio bidimensional com-
plejo a las etapas del clasico calculo matricial de estructuras de barras,familiar
a la mayor parte de ingenieros estructurales.Por contrapartida,es un elemento
de precision limitada,como corresponde a su aproximacion lineal lo que obliga
usualmente a la utilizacién de mallas muy tupidas pese a ello,en la actuali-
dad,sigue siendo un elemento popular y competitivo,ademas de servir de ejem-
plo excelente para introducir la formulacion de elementos finitos en problemas

bidimensionales.

4.2.6. Discretzacion del Campo de Desplazamiento.

En la figura 4.4 se muestra la seccion transversal cualquiera que se analiza bajo
la hipétesis de elasticidad bidimensional.La primera etapa del anélisis es como
siempre la discretizacion en elementos finitos.En la misma figura puede verse
la discretizacion de la seccién en elementos Triangulares de tres nodos es im-
portante recordar de nuevo que la malla de elementos finitos representa una
idealizacion de la geometria lineal.por consiguiente,el analisis por elementos fi-

nitos reproduce el comportamiento de la malla escogida y no el de la estructura
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real.Solamente comprobando la convergencia de la solucién podemos estimar
el grado de aproximacién de la solucién de elementos finitos a la exacta.

Un elemento triangular de tres nodos tipico se caracteriza por el numero de
sus nodos N : 1,2, 3 y sus coordenadas.Los tres nodos del elemento tienen en
la malla fa numeracién global (¢, 7, k) y coordenadas z1,y1,72,Y2 Y Z3,y3.LOS
nimeros globales de los nodos (4,7, k) corresponden con los locales 1,2 y
3,respectivamente en la practica es usual utilizar la numeracién local para el
calculo de las matrices del elemento y hacer uso de la correspondencia entre
nameros locales y globales para el ensamblaje similar mente a como ocurre en

calculo matricial de estructuras. Considerando un elemento aislado como en

st
1’(
- 4 >
Node Nodal vadiables Nodal coordinates
Element ‘

Local |Global] Local Global Local Global

. by Uy *y b

1 i Y ¥ ¥y ¥;

@ . Uy u, Ky X

2 J Vg ij ¥z ¥

; by Wy, X3 Xy

aewd®| 3| K ¥ % ¥a Y

Figura 4.4: Discretizacion de una Estructura con Elementos Triangulares.

la figura,podemos expresar los dos desplazamientos cartesianos de un punto

cualquiera del interior del elemento en funcién de los desplazamientos de sus
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nodos como

© = Niuq + Nougy + N3us (434)
V= N1’U1 + N2’U2 + N3’l)3 (435)

donde (u;, v;) y V; son los desplazamientos horizontal y vertical y la funcién de
forma del nodo i del elemento,respectivamente.No hay ninguna razén funda-
mental para escoger las mismas funciones para definir los desplazamientos en
direccién horizontal y vertical.No obstante,por simplicidad, y a menos que haya
claros indicios de que dicha aproximacién debe diferenciarse, es usual utilizar
la misma interpolacién para ambos desplazamientos u,v. [3, Pag 170]

( 3

Uy
U
u Ny 0 N, 0 N3 O U
u= = i ’ J el (4.36)
v 0 N1 O N2 O N3 (%)
us
\ v3 /
u = N;a° (4.37)
u
U= (4.38)
v
Es el vector de desplazamientos de un punto del elemento.
N; 0
N = [N17N2,N3] .'Ni = (439)
0 N

Son las funciones de forma del elemento y el nodo ¢ del elemento,respectivamente,y

a1

=4 a5 b (4.40)
as
Us

as = (4.41)
U;
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Son el vector de desplazamientos nodales del elemento y un nodo 7. Advier-
tan se que N y a° estan compuestos de tantas submatrices N; y subvectores
a$ respectivamente ,como nodos tiene el elemento.Esto es una propiedad ge-
neral que se cumple en todos los casos.

La expresion de las funciones de forma del elemento triangular de tres nodos
se puede obtener como sigue.

Los tres nodos del elemento definen una variacién lineal del campo de despla-

zamientos que puede escribirse como:

U =01+ ok + azy (4.42)

U= a4+ asT + agy (4.43)

Figura 4.5: Elemento discretizado en forma Triangular.
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Uy = a1 + oy + ozl (4.44)
Uy = Q) + QaTo + Oi3Y2 (445)
Uz = @1 + a3 + asys (4.46)

Ahora resolviendo dicho problema se tendria de la siguiente manera:

U a1+ b+ cly)ul -+ (a2 + by + czy)u2 + (CL3 + bzx + C3y)’U,3] (447)

= 5l
Se deduce que las funciones de forma del elemento triangular tienen la siguien-

te forma: [3, Pag.75]

1
N; = ﬂ(ai + bz + c;y) (4.48)

4.2.7. Discretizacion del campo de deformaciones.

Usando la forma general de la deformacién unitaria en un punto del elemento

como:
_ 3N1 8N2 aNS
2= Mt g Wt gy A9
O8N, | AN,  ONs
Ey = %’01 + —5y—v2 + ay 1@50)

ou ov (9N1 6N1 aNg 8N2 6N3 8N3
Yy 6y+3x 8yu1+ 8mvl+8yu2+ 8a;v2+ 8yu3+ 8361(315)

Haciendo un arreglo matricial de las ecuaciones planteadas en la parte anterior

tendriamos:
4
Uy 1
n
Ou | M g 8N g 9N
Oz ] ox oz Oz u
2
— v — Ny ANy AN:
£ By 0 B 0 n 0 Jay < . > (4.52)
o | ou 8Ny ON, ON; ON; ONs ONa 2
8z Oy oy oz Oy ox oy oz
us
[ Vs
€ = Ba® (4.53)

B = [By, By, Bs] (4.54)
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Lo

A {u ‘,}
¥z

=N 1 " +N
u Niw]4 Nyu,+Nou,
v N A N 2yt vag

Figura 4.6: Funciones de forma del elemento triangular de tres nodos.

Es la matriz de deformacién del elemento,y en forma general quedaria de la

siguiente manera:
AN;

ox

ON;
gy

es la matriz de deformacién del nodo i.

ON;

n (4.55)

ON;
oz

Adviertan se que B estd compuesta de tantas submatrices B, como nodos

tiene el elemento,lo que también es una propiedad de caracter general particu-

larizando para los elementos triangular de tres nodos se obtiene,utilizando [4,
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pag 195]
bl 0 b2 0 b3 0
1
B = —2';1 O (&1 O Co 0 C3 (456)
L C1 bl Ca b2 C3 b3 i
y por consiguiente
b; 0
B; = 1 4.57
L. G bz .

4.2.8. Discretizacion del campo de tensiones.

La expresion discretizada del vector de tensiones en el interior del elemento
se obtiene mediante sustitucion directa de las ecuaciones vistas en la primera

parte de la tesis:
o = De = DBa® (4.58)

Si existiera tensiones o deformaciones iniciales la expresién a utilizar se deduce

de la siguiente manera:
o= D(e — &) + 0° = DBa® — D’ + &° (4.59)

Puede apreciarse en la ecuacion EC(5.47) que la matriz de deformacién del
elemento triangular de tres nodos es constante,lo que implica que las deforma-
ciones y tensiones son constantes en todo el elemento.Esto es consecuencia
directa del campo de desplazamiento lineal escogido, cuyos gradientes son ob-

viamente,constantes.
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Por consiguiente,en zonas de alta concentracién de tensiones serd necesario
utilizar una malla tupida para aproximar la solucién de tensiones con suficiente

precision. [3, Pag 173]

4.2.9. Ecuaciones de Equilibrio de la Discretizacion.

Para la obtencion de las ecuaciones de equilibrio de la discretizacién partiremos
de la expresion del PTV aplicada al equilibrio de un elemento aislado hay que
resaltar que,aunque nos referiremos al elemento triangular de tres nodos la ma-
yoria de las expresiones que se obtendran en este apartado son completamen-

te generales y aplicables a cualquier elemento bidimensional. Supondremos

Figura 4.7: Fuerza Sobre un elemento triangulo de tres nodos

ahora que el equilibrio del elemento se establece Gnicamente en los nodos.Podemos
entonces definir unas fuerzas puntuales que actien sobre los nodos (denomi-
naremos fuerzas nodales de equilibrio) y que se equilibren las fuerzas debidas

a la deformacién del elemento y al resto de las fuerza actuantes del mismo.Para
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el célculo de las fuerzas nodales de equilibrio haremos uso de la expresion del

P.T.V aplicada el elemento,que se describe como: [4, Pag 200]

3 3
/ / deTotdA = / SuTbtdA + f SuTtds + Z Su;U; + Z év;V; (4.60)
A Ae le i=1 i=1

Donde du; y dv; son los desplazamientos virtuales de los nodos del elemento
U; y V; las fuerzas nodales de equilibrio que corresponden a dichos desplaza-
mientos .El trabajo virtual de dichas fuerzas pueden despejarse de la ecuacién

anterior como:

/ SeTotdA — / / SuTbtdA — }{ duttds = [da.)" qe | (4.61)
Ae e

donde para el elemento triangular de tres nodos.

da® = [us, 6v1, Gug, §uz, Sus, Sus]” (4.62)
qe = [Ulal/laU% ‘/2aU3"/3] (463)

Podemos escribirlo de ia siguiente manera:
oul = [6aTINT (4.64)
6’ = [6aT|BT (4.65)

Sustituyendo en la ecuacién EC(4.60) en la EC(4.61) se obtiene ,tras sacar

factor com(n da” ,en el primer miembro.
[6a) [ / BTotdA — / / NTbtdA — }[ NTttdS] = [6a)"¢®  (4.66)
Ae € le

Teniendo en cuenta que los desplazamientos virtuales son arbitrarios ,se dedu-

ce que:

/ BTotdA — / / NTptdA — ]{ NTttds = ¢° (4.67)
Ae Ae le

Las ecuaciones anterior el equilibrio,entre las fuerzas nodales de equilibrio y
las fuerzas debidas a la deformacién del elemento(primera integral),las fuerzas

masicas (segunda integral) y las de superficie (tercera integral).Sustituyendo
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ahora el vector de tensiones ¢ por sus valor en funcion de los desplazamientos
nodales utilizando la forma méas general de la ecuaciones anteriores ya vis-
tas. [3, Pag 175]

[ / / BT DBtdAja® — / / BT De%d A + / / BT6%dA
- / / NTvtdA — ]{ NTtds = q, (4.68)
e le

Simplificando la ecuacién en forma general la cual se estaria estableciendo de

la siguiente manera:
K¢ — f¢=¢° (4.69)
K¢ = / . BTDBtdA (4.70)
Es la Matriz de Rigidez del elemento y:
=R+ E+E+F (4.71)

el vector de fuerzas nodales equivalentes del elemento,siendo:

f© = / / e BTDe%dA (4.72)

1l = — / / BTo%dA (4.73)
Ale)

© _ / / NTbtdA (4.74)

9 = ¢ NTttds (4.75)

le
Los vectores de fuerzas nodales equivalentes debidos a deformaciones inicia-
les,tensiones iniciales,y fuerzas repartidas por unidad de area y fuerzas repar-
tidas en el contorno,respectivamente.

La ecuacién de equilibrio global de la malla se obtiene,como en el caso de
problemas unidimensionales,estableciendo simplemente que la suma de sus
fuerzas nodales de equilibrio en cada nodo debe ser igual a la fuerza nodal

exterior.Es decir: [4, pag 205]

Y g9 =P (4.76)
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4.3. Otros Elementos Bidimensionales y el Méto-

do de Interpolacion de Lagrange.

La definicion de las funciones de interpolacién o funciones bases que pueden
realizarse en el sistema de coordenadas global que se emplean para definir
una estructura;sin embargo,se ha encontrado que ello no es muy conveniente
por que los elementos asi definidos ,por lo general,dependen de los parametros
caracteristicos de la geometria y no son faciles de adaptar a nuevas configu-
raciones .Tal es el caso de uno de los primeros elementos bidimensional que

tienen forma rectangular: [4, Pag 81]

&—2—
¥
g
.

Y
«—2——> X

Figura 4.8: Interpolacién de Coordenadas

Una manera de mantener una geometria simple durante la definicién de las fun-
ciones de interpolacion,y de ganar flexibilidad en la representacion geométrica
de los problemas ,es la definicion de un espacio Natural que es independiente
del sistema de coordenadas del sistema. [4, Pag 83]

Para definir elementos bidimensionales se emplean ,cominmente ,dos espa-
cios diferentes ,uno es rectangular y otro triangular en las cuales se definen
,respectivamente ,elementos cuadriliterales y triangulares . El uso de los espa-
cios naturales para la definicién de los elementos implica,asimismo,la utiliza-
cion de funciones de mapeo hacia el espacio real de aplicacién del elemento

implica ,asimismo ,la utilizacién de funciones de mapeo hacia el espacio carte-
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§Z=

Figura 4.9: Espacios Triangular y Rectangular

siano. [4, Pag 85] Se inicia relacionando las geometrias de los espacios,para

X
Coordenadas Cartesianas

Coordenadas Naturales

Figura 4.10: Mapeo entre los puntos del espacio Natural y el Espacio Cartesiano

lo cual en la figura 4.10 anterior se muestra como un ejemplo de geometria de
un cuadrilatero en dos dimensiones .El punto a en el espacio con coordenadas
€, Se relacionan con el punto A de | espacio cartesiano con coordenadas X 4

mediante la expresion:

XA = (p(ga"’lm) = (pga | (477)

Un segundo par de puntos,b y B adyacentes a los puntos a y A se relacionan

de la misma manera:

Xp= P&onpy) = Pés (4.78)
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Si el punto B se posiciona con respecto al punto A mediante el vector unitario a
y la diferencia lineal AL,y el punto b se posiciona respecto al punto « mediante

el vector unitario entonces:

Xp=Xa+ALa (4.79)
& =&+ Ala (4.80)

Considerando esta ultima relacion ,la ecuacién se puede desarrollar empleando

una expansién de la serie de Taylor al rededor del punto mediante.

5
TB = g = Peutila = Pe, + % e, {Ala} + O{A2} (4.81)

Igualando las ecuaciones EC(4.79) con la EC(4.75),se relacionan las distancias
entre los puntos AB y ab en los dos espacios la cual quedaria de la siguiente

manera:
_ % 2
ALa = —55 le. {Ala} + O(AL%) (4.82)

En el limite,cuando el punto B se aproxima el punto A,y el punto b se aproxima
al punto a,los vectores diferenciales entre los segmentos de linea correspon-

dientes en el espacio natural y cartesiano. [4, Pag 85]

_0%p . _
do = Ggdé = Jd | (4.83)

La matriz que liga los elementos diferenciales de linea se denomina el jacobiano
de la transformacién y se denota por J.

Una dimensién:

oz
J = — 4.84
5 (4.84)
En dos dimensiones.
oz Oy
o8 Bt
J = (4.85)
oz Oy
on On
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En tres dimensiones:
oz
¢

= | &
J 2

oz
L 8¢

4.3.1. Elementos Lineales.

sie

R

9z
3

8z

n

oz
¢

(4.86)

Considere un elemento lineal elastico definido por dos nodos .Este elemento

se muestra un espacio natural y el espacio real. Usando el método de algebra

/_Hm\‘
1 2
K3 H i

1 2
- —@—— —
Ia x> X

Figura 4.11: Mapeo del espacio natural al espacio real para un elemento lineal unidi-

mensional

lineal se tendria que la forma de relacionar los dos espacios serian:

T =ag+amé =[1,¢

(4.87)

la aproximacion por elementos finitos emplea valores nodales de la funcién

misma,de manera que es importante utilizar la aproximacién nodal sorteando

los valores de £,para distintos casos:

esta tabla se emplea para generar mediante la ecuaciéon Pa
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Nodosa | &,
1 -1
2 +1

Cuadro 4.1: Relacién entre nodos de los elementos lineales y sus coordenadas natu-

rales.

a=A"'%.

1 -1
[1,¢]
1 1
T
[Nla N2]
5
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Funciones de Forma
T

MO

Ny ©

Figura 4.12: Funciones de forma para un elemento lineal Unidimensional.

from numpy import =
import matplotlib.pyplot as plt

from pylab import =*

def f(x):

return 0.5%(1-x)
def g(x):

return 0.5%(1+x)
x=arange(-1,1,0.1)
figure (1)
subplot (211)
title(’Funciones de Forma’)
xlabel (r’$\xi$’)
ylabel (r?$N_{1} (\xi)$?)
grid(True)
plot (x,f(x),’r--?)
subplot (212)
xlabel (r’$\xi$?)
ylabel (r?$N_{2}(\xi)$?)
grid (True)
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plot(x,g(x),’r--7)
show ()

Puesto que el elemento es isoparametrico,se empleara la misma interpolacion

para interpolar funciones en este espacio:

2
T=> NJ(O%" (4.93)
a=1

Esta aproximacion sera lineal a partir de los valores nodales ,para que esta in-
terpolacién sea adecuada,es necesario verificar que se cumplen los requisitos
de continuidad ,suavidad y completez.

La continuidad en el dominio de este elemento sera del tipo C° puesto que
las funciones de forma son lineales;la primera derivada sera constante,pero la
segunda derivada no esta ya definida.A través de la frontera, la funcién es con-
tinua si dos elementos se unen con el mismo nodo,pero la primera derivada es
discontinua.Estas funciones seran adecuadas en problemas que tengan hasta
primeras derivadas (m = 1) en el integrando de las ecuaciones se nota conti-
nuidad en la primera funcién y discontinuidad en la primera derivada.

La suavidad de la interpolacién se verifica graficamente,en donde se observa
que las funciones de forma no tiene ningtn punto singular en el dominio del
elemento y,por tanto,la funcién interpolada tampoco tendrd y el mapeo se rea-
lizard uno a uno y sobre todo el dominio.El jacobiano de transformacién para

este elemento se define mediante L°¢ del elemento como: [4, Pag 88]

o€ de

Or dz dN; dN, x5 -11 x5 — x5 L.
_— =|l— - =-— = = 94
[@’%Jx; ER R

Esto es, el jacobiano es un escalar que representa la distancia o longitud entre
los dos nodos del elemento,por lo que la Unica posibilidad de que sea cero es
que el mapeo se realice por dos nodos coincidentes.Fuera de ese caso,esta

interpolacién siempre sera suave.

Finalmente,la completes se verifica al comprobar que la interpolacién es capaz
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de describir exactamente en un polinomio de primer grado.Esto es todo lo que
necesita una funcion de la clase C°.Considérese ,entonces,que los grados de

libertad nodales se especifican de acuerdo con un polinomio de primer grado:
Uy = Co + C1Zg (4.95)

Utilizando la interpolacién propuesta en la ecuacion u = Zizl N,(&)ug junto

con estos valores nodales,se obtienen:

2
i=3 N(O)m (4.96)
a=1
2
T=Y  Na(&)(co + 1zg) (4.97)
2 i 2
T = <Z Na(s)) co+ (E Na(f)wz) ¢l (4.98)
a=1 a=1
El coeficiente del primer término implica la particion de la unidad:
2
1

SN =M@+ Mol = 51+ z(1+E =1 (499)

a=1

Debe notarse que el uso del concepto isoparametrico es el que permite la sim-
plificacién de la ecuacién a un polinomio lineal.Esta ventaja de los elementos
isoparametricos,ya que,basicamente ,para verificar los requisitos de convergen-
cia de interpolacién lo unico que hace falta es demostrar que se cumpla los

requisito de particion de la unidad. [4, Pag 89]

2
=1 (4.100)
a=1

El elemento que se presenta en esta seccion se emplea para modelar un domi-
nio bidimensional plano que se define mediante la posicién de 4 nodos .La nu-
meracion de los nodos y la configuracién geométrica del elemento se muestran
en la figura 4.14: [4, Pag 89] De nueva cuenta ,como en €l caso unidimensio-
nal,el espacio de definicion sera el espacio natural y sera necesario realizar un
mapeo al espacio real de la aplicacion ,el cual se muestra en la siguiente figu-

ra: la aproximacion geométrica se puede expresar mediante polinomios.Dado
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aLy

Figura 4.13: Elemento bilineal de cuatro nodos.

4 v |

I
L

wnl
£

-

Figura 4.14: Mapeo del espacio natural bidimensional al espacio cartesiano real.

gue se tiene cuatro nodos para representacion geométrica,es natural pensar

en proponer en aproximaciones no-nodal en términos de cuatro coeficientes
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indeterminados para z,y. [4, Pag 95]

x(é,n)=ao+a1€+az77+03§7l=[1 &7 577]ﬁ

y(Em) = o+ BiE+ Ban+ Bskn=[ 1 € n &n |

Qo

ay

a2

Q
L 3

Bo

(

B

Pa

Bs

\

>

(

J

(4.101)

(4.102)

La transformacion a una aproximacién nodal se logra al evaluar las coordena-

das mediante.

T(€a;s Nar G0, * * *)
Nodoa | & | 7.
1 -1 -1

2 +1] 1

3 +1 | +1

4 -1 | +1

(4.103)

Cuadro 4.2: Relacién de los nodos del elemento bilineal y sus coordenadas naturales.
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Sustituyendo estas coordenadas de las ecuaciones anteriores se obtienen:

[ x§ 1 -1
z$5 1 +1
{zg) = =
x5 1 +1
i x5 ] |1 -1
( ys ( 1 -1
ys 1 +1
{z5} = =
Y3 1 +1
i vi | |1 -1

-1 +1

+1

+1

[ ao
a1

a2

B

B2

Bs

\

(4.104)

(4.105)

Los coeficientes indeterminados se pueden obtener de esta ultima expresion:

a; = A7H{ag}
Bi = A"y}

Finalmente,la interpolacién geométrica nodal se obtiene como:

I=[1 £ n n&]ai
z={1¢n 5|4 =)
e=| M N Ny Ny e}
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Las funciones de forma o interpolacién estan dadas por:

No= (- ) (@.111)
Ny = i(1+g)(1_n) (4.112)
Ny = %(1+§)(1+n) (4.113)
No= 3-8 +) (4.114)

4.3.2. Interpolacidn de alta jerarquia de clase Cj,Interpolacion

Lagrangiana.

Para el tipo de funciones Cj solo se requiere que las funciones de interpolacién
se evaluen a partir de valores nodales.En teoria de interpolacién se encuentran
que una familia de polinomios que cumplen precisamente con ese requisito es
la de polinomios de Lagrange.

La interpolacién se plantea de la siguiente forma para problemas unidimen-
sionales.Si tienen (n) puntos & ---&, y la funcién f tiene valores conocidos
en esos puntos,entonces es posible encontrar un polinomio (£) tnico,de grado
maximo (n — 1),que al evaluarse en esos puntos ,toma el valor de la funcién .El

polinomio se expresa como:[4, Pag 106]

P(€) = f(&)Ln-12(8) + - + f(&n) Ln-1,n(£) (4.115)
en donde los pdlinomios de lagrange se calculan mediante:
T (E-&)
Ly, =1l 7= 4.116
wl©) = =) (4.118)

Comparando' la ecuacion EC(4.115) con la forma estandard de la interpolacién:
T=>) N(Om* (4.117)
a=1

Es posible concluir que los polinomios de Lagrange pueden ser las funciones

de forma directamente:
Na(&) = Ln—l,a(f) (4.1 8)
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-
=1 §:+1
Figura 4.15: Elemento Unidimensional de dos nodos.

Ejemplo de Aplicacién 01.
Considerando el elemento unidimensional de dos nodos que se presentan
en el espacio natural en la figura ,obtenga las funciones de forma mediante

el polinomios de Lagrange.

Solucion:

Se considera la siguiente aproximacion:

No(§)ua’ (4.119)
1

=

n
a=

Las funciones de forma se determinan mediante los polinomios de Lagran-

ge:
L ew (-9

Ni=L = 6 —6) 3 (4.120)
_ _E-&) _(1+¢

Nyo=L;p= ) 7 (4.121)

Puede observarse que estas funciones de forma son idénticas a las obte-

nidas por el método de algebra lineal estudiadas ya anteriormente.
Ejemplo de Aplicacion 02.
Considere el elemento unidimensional de tres nodos que se presentan en

el espacio natural en la figura obtenga las funciones de forma mediante

los polinomios de lagrange.
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1 3 2
® —@ o
= £=0 g+

Figura 4.16: Elemento Unidimensional de tres nodos.

e Solucion: Se considera la siguiente aproximacion:

n

U= Z Na(é)ﬂz

a=1

(4.122)

Las funciones de forma se presentan mediante los polinomios de Lagran-

ge.

Ni=Ly, =

(€ -&)E-&)

(& — &) — &)
(£-1)(E-0)

T (C1-n(-1-0) 2

Ny = Lay

(€+1)E€-0

T+ D)(+1-0)

N3 =Ly3 =

E+1)(€-1)

“Lleeo (4.123)
_ (E-&)E-8)
(& — &) (& — &)
= —;—g(g +1) (4.124)
(€ -&)(E-&)
(&= &)(&— &)
=1(1-¢&%) (4.125)

T 0+ (0 —-1)
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Figura 4.17: Funciones de Forma Cuadratica Lagrangiana.

#GRAFICO DE FUNCIONES DE FORMA DE SEGUNDO GRADO
from numpy import=*
from matplotlib import*
from pylab import*
import matplotlib.pylab as plt
def Ni(x):
return 0.5%x*(x-1)
def N2(x):
return 0.5*x*(x+1)
def N3(x):
return (1-x**2)
x=arange(-1,1,0.1)
figure (1)
title(’Funciones de Forma’)
xlabel (r’$\xi_{il}$’)
ylabel (r?$N_{i} (\xi)$’)
grid(True)
plot(x,N1(x),’r--?,x,N2(x),’g~?,x,N3(x),’bo?)
show ()
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Para interpolar en dos y tres dimensiones,simplemente se mezclan los
productos de las interpolaciones unidimensionales de las direcciones co-
rrespondientes .Para dos dimensiones si se tienen (n + 1) puntos en ¢
y(m + 1) puntos en 7,entonces las funciones de forma se calcularan me-

diante: [4, Pag 109]
Na(&,1) = L p(€)T Lon,o(n) (4.126)

Ejemplo de Aplicacion 03.
Considere el elemento bidimensional de cuatro nodos que se presenta en
el espacio natural en la figura obtenga las funciones de forma mediante

combinaciones de polinomio de Lagrange.

Figura 4.18: Elemento bidimensional de cuatro nodos.

Solucién.

Se considera la siguiente aproximacion :

n

U=y N 7)u (4.127)

a=1
Las funciones de forma se determinan mediante interpolacién de Lagran-
ge unidimensionalmente en las direcciones ¢ y n respectivamente.Debe
notarse que,en cada direccidn,se tiene dos estaciones de interpolacion
por lo que es posible descomponer la interpolacién bidimensional en dos

interpolaciones unidimensionales como se muestran en la figura.
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La siguiente tabla se emplea para relacionar la numeracién nodal del ele-
mento bidimensional con la numeracién nodal de las interpolaciones uni-

dimensionales: La tabla anterior se emplea para relacionar la numeracién

n | L(e) | L(n)
1 1 1
2 2 1
3 2 2
4 1 2

Cuadro 4.3: Ordenamiento de elementos en dos dimensiones.

nodal del elemento bidimensional con la numeracién nodal de las interpo-
laciones unidimensionales.
Las funciones de forma del elemento bidimensional se encuentran apli-

cando la ecuacion:

Ny = Lop(€)eLaa(n) = 51— 300 1) = (1 ~)(1 ~ ) (4.128)

Ny = Lua(€)2Laa(n) = 5(E+ 50 —1) = ;(1+6)(1 ~ ) (4.129)

Ny = Lia()Laa(n) = 5(6+ Dy(n+1) = (1 + (1 +7) (4.130)

Na = Lus(©)zLaaln) = 5(1 - ©5(n+1) = 70~ (1 +7) (4131)
Estas son las funciones de forma halladas anteriormente por el analisis de
Algebra lineal.

e El siguiente codigo esta hecho en python v.2.7 la cual esta usando las li-
brerias de ipython(libreria de célculo algebraico) y numpy(libreria de calcu-
lo de Matrices),la cual nos resuelve la interpolacién de lagrange en n pun-

tos.
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Ny(€m) =1 x(1-8) x(1-7)

Figura 4.19: Discretizacion del elemento bidimensional de cuatro nodos N;

#PROGRAMA DE FUNCIONES DE FORMA LINEALES.
from numpy import =*
from sympy import *
def Forma_X(n,o0):
x=Symbol (’x°)
lista_datos=arange(-1,1,2/float(n))
lista_finalOl=lista_datos.tolist ()
lista_finalO2=1ista_final01+[1.00]
productoll=1
producto02=1
numero_elegido=lista_final02 (o]
lista_final02.pop (o)
lista_definitiva=lista_final02
for i in range(len(lista_definitiva)):
productoOl=productoOi*(x-lista_final02([il)
for i in range(len(lista_definitiva)):
producto02=producto02x*

(numero_elegido-lista_definitival[i])

return together (producto01/(producto02))
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Ny(&m) =5 X(1+8) x(1-7)

Figura 4.20: Discretizacion del elemento bidimensional de cuatro nodos N;

e Ejemplo 04.
Considere el elemento Bidimensional de nueve nodos que se presenta en
el espacio natural en la siguiente figura,obtener las funciones de forma
mediante combinaciones de Lagrange. Se considera la siguiente aproxi-

macion :
U= Na(&n)u (4.132)
a=1

Las funciones de forma se determinan mediante interpolacién de Lagrange
unidimensionales en las direcciones £ y 7 respectivamente.Debe notarse
gue,en cada direccién,se tiene ahora tres estaciones de interpolacién.La
interpolacién bidimensional se compone de las dos interpolaciones unidi-
mensionales que se mostr6 en la figura.

La siguiente tabla se emplea para relacionar la numeracién nodal del ele-
mento bidimensional con la numeracién nodal de la interpolacién unidi-

mensional. Luego analizaremos las funciones de forma para cada nodo,la
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A

N(Em=1 x(1+8 x(1+n)

0.5 '
1.0 -1.0

Figura 4.21: Discretizacion de! elemento bidimensional de cuatro nodos Nj

N(&m) =5 x(1-8) x(1+n)

Figura 4.22: Discretizacién del elemento bidimensional de cuatro nodos N,
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Figura 4.23: Elemento Bidimensional de nueve nodos.

n| L) | L(n)
1 1 1
2 2 1
3 2 2
4 1 2
5 3 1
6 2 3
7 3 2
8 1 3
9 3 3

Cuadro 4.4: Tabla nodal del problema de nueve nodos.

cual se analizaria el espacio para calculo de interpolacién nodal general
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del problema de nueve nodos antes mencionados.

Nu(6m) = Laal€)eLaa(n) = 3(O)(E ~ 13 mln — 1) = 2(em(€ — Dy 44339)
No(6,1) = Loa()eLoaln) = 5O + 1) (n)n — 1) = (En) (€ + 1)(n +4%34)
N5(6,7m) = Laa(€)2Laa(n) = 5(E)E+1)5 (n)n+1) = 5 (€€ + 1)(n +4N35)
Nu(&,m) = Laa(@)aLaa(m) = 5(€)E ~ V3 (m)n+1) = 7(En)(€ — 1)(n a)6)
Ns(&,1) = Lag(©)Laa(n) = (1 = )3 (n)(1 ) = 51— €)(m)(1 44137
No(&,) = Laa(€)2Las(n) = (1~ 1) (€)1 + ) = (1 ~ (€)1 4€N38)
No(€, ) = Lag(©)oLaaln) = (1 =€) ()1 +7) = 51~ €)(a)(1 +4)39)
Na(€,m) = Laa(€)aLas(n) = (1 = )5(€)(1 ~ €) = 51— 1)(E)(1 €140
No(€,7) = Loa(@)aLas(n) = (1~ €)(1 ~ 1) = (1 ~ )(1 ~ gB14)

Los elementos formados asi generan familias de elementos Lagrangia-
nos,una de las familias de elementos estandar,que se presentan en la

siguiente figura: [4]

T

Figura 4.24: Elementos de Discretizacién lineal y bidimensional.
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4.3.3. Elementos de Transicion.

Considere el caso en que una parte de la malla generada para modelar un
problema bidimensional se ha formado con elementos biliniales de cuatro
nodos,y otra parte con elementos cuadraticos de 8 nodos.Esto puede ha-
berse hecho para obtener un mayor grado de precision de la regién donde
se presentan un cambio rapido en el valor de la funcién que se busca,sin
tener que refinar en exceso las zonas en las que el valor de la funcion es
practicamente constante.En la figura se muestra la zona en donde las dos

mallas se unen. [4, Pag 114]

Figura 4.25: Transicién de Malla Cuadrética.
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El problema que se presentan en esta unién que la interpolaciéon no sera
continua a través de la frontera entre elementos disimilares, y por tan-
to,se pierde la convergencia hacia la solucién correcta.Este problema no
se eliminaria empleando elementos lineales mas pequefios cuyos nodos
coincidieran con lo nodos intermedios de la malla cuadratica,porque la in-
terpolacion sobre el lado de los elementos de cuatro nodos sigue siendo
lineal,mientras que,sobre el lado de los elementos de ocho nodos,sigue
siendo parabdlica.Una forma de resolver este tipo de conexiones es me-
diante el uso de elementos de transicion,como el que se muestra en la
figura,en donde tres de los lados son lineales mientras que el otro es cua-

dratico. [4, PAg 114]

fin

S
LV

Figura 4.26: Elemento de transicion lineal cuadratico.

La funcién de forma correspondiente al nodo 5 se puede obtener al mez-

clar interpolacion lagrangianas lineales en £ y cuadraticas en n,esto es:

Ns(€,m) = L1 2(§)zLas(n) (4.142)

Ny(,m) = 5(1+8)(1 ~ ) (4.143)

Esta funcion de forma cumple con los requisitos basicos de la interpolacion
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nodal.
0 j=1,2,3,4
Ns(&m) = (4.144)
1 j=6
Las funciones de forma de 1 al 4 son funciones bilineales ,las cuales ,al

evaluarse en la posicién del nuevo nodo 6, valen:

N = O

Las funciones de forma de los nodos 2 y 3 no cumplen con el requisitos
de desvanecerse en la posicién de nodo 5;por lo tanto, es necesario mo-
dificarlas para que satisfagan el requisito.Una forma de realizar esta mo-
dificacion consiste en sustraer la funciéon N; escalada adecuadamente.De
esta manera,las funciones de forma para los cuatro nodos de esquina
quedaria:[4, Pag 116]
1
Ny = Z(1 —&)(1 —n)4.147)
1

Ny =Ny — §N5(4.148)

1 1 1
Np= (1481 =) = 20+ 1 = n*)Np = 2(1 + )nln — 1X4.149)

1

N3 = N3 + §N5(4.150)

1 1
Ny = 31+ +n) = 71+ &1 —n*)4.151)

1
N; = Z(l + &)n(n + 1X4.152)

1

N, = Z(l +n)(1 — £X4.153)

4.3.4. Elementos Triangulares y tetahedricos de clase C°.

En secciones anteriores de este capitulo,se ha encontrado que mediante la téc-

.nica de degeneracion es posible crear elementos triangulares y tetrahedricos a
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partir de cuadrilateros y hexaedros,respectivamente.Se hizo la observacién de
que la generacién produce mapeos que no son uno a uno en los nodos o la-
dos en donde se colapsan los elementos originales, y por lo tanto, se pierden la
convergencia de la solucién sin embargo,puesto que las ecuaciones de elemen-
tos finitos se evalian numéricamente en puntos interiores de los elementos,en
donde siempre estaran bien definidos los mapeos,se ha encontrado que estos
elementos producen también convergencia a la solucién correcta en el limi-
te.No obstante, es adecuado desarrollar elementos de este tipo en un sistema
diferente de coordenadas,llamadas coordenadas triangulares o barométricas
debido a que producen interpolaciones mas simples que las que producen en

coordenadas rectangulares como se observan a continuacién.[4, Pag 118]

Elemento Triangular de 3 nodos.

La configuracion del elemento se muestra en la figura ,se muestra la definicion
de un nuevo sistema de coordenadas ,denominadas coordenadas triangulares
,que puedan definirse con base en las sub-dreas que se generan al trazar li-
neas de los vértices al punto en cuestién.Se definen tres coordenadas para el

punto: [4, Pag 118]
r=4 s=%& t=%4 0<rst<l1 (4.154)

Cada terna de coordenadas define una forma Unica a cualquier punto del trian-

Figura 4.27: Elemento Triangular de tres nodos definido en coordenadas triangulares.

gulo.Siendo una figura plana,parece equivoco que se repitan tres coordenadas
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para definir un punto;esto es correcto,ya que en realidad las coordenadas no

son independientes,sino que estan ligadas por la ecuacién de restriccion:
r+s+t=1 (4.155)

Se observa que el rango de valores para cada coordenada va desde cero hasta
uno.Dada la posicién de los nudos en los vértices del triangulo, es posible em-
plear directamente estas coordenadas como funciones como muestran en las

siguientes ecuaciones:

z = N1z€ + Noxz§ + N3z§ (4.156)
y = N1y§ + Noy§ + N3ys (4.157)
(4.158)
con:
Ni=7r No=s Nz=t (4.159)

La aproximacion a la solucién se propone siguiendo el mismo formato:
u = Nu® + Now® + N3uz® (4.160)

Debe recordarse que solo se emplean realmente dos coordenadas indepen-
dientes,por lo que se utiliza la ecuacion como una ecuacién de restriccién para

una de las variables,digamos t.

t=1-r-—s (4.161)
La convergencia en este caso,se asegura,como en los elementos cuadrilitera-
les,verificando que hay continuidad y suavidad en las funciones de interpola-
cion.En particular,se tendra que verificar que el determinante del jacobiano de

la transformacién es positivo.Debido a la dependencia entre las variables,dada

por la ecuacion: [4, Pag 120]

J = (4.162)
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Interpolacion de Elementos Triangulares.

Se empleara la interpolaciéon de lagrange para desarrollar interpolaciones de

orden mas alto que el lineal.Se define la interpolacion para triangulos mediante.

I

Lia(r) = H(:I _:f) Para todo :J # 1 (4.163)
i=1 t

1 Para Valores de : [ =1 (4.164)

Para elementos en dos dimensiones,se hace el producto en tres interpolacio-
nes,en direccion de las tres coordenadas triangulares ,formando una reticula de
nodos como la que se muestra en la siguiente figura,de manera que la funcién

de forma para un nodo a se expresa mediante:

N,(r,s,t) = Ti(r)T;(s)Ti(t) (4.165)

/é__ %a_‘_)
/N SN 7N
«— ¥ — — e

i/ Y

Figura 4.28: Patrén para generar elementos de alta jerarquia en coordenadas trian-

gulares.

= Ejemplo 01.

Como ejempilo,las funciones de forma del elemento triangular de tres nodos
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UNRERS AL

que se muestran en la figura se obtienen con dos estaciones a lo largo de ca-
da coordenada.Para las funciones de interpolacién se aplica EC(163),EC(164)

resultan las mismas funciones que antes:

T—7T;

N1 = TQ(T) X Tl(S) X Tl(t) = =T (4.166)
) T9 — T

Np=Ti(r) x Ta(s) x To(t) = —— 2L =5 (4.167)
S9 — 81

N3 = Ti(r) x Ti(s) x Ta(t) = ss - 351 =t (4.168)
2 — o1

= Ejemplo 02.
Hallar las funciones de forma por el metodo antes mencionado de la siguiente

forma Triangular: Este elemento se presentan en la figura ,en ella se observa

a
o

vl

g

Figura 4.29: Elemento Triangular de 6 nodos.

que se tiene 3 estaciones en cada direccion de cada coordenada.
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Las funciones de forma son: [4, Pag 124]

(r—r)(r—rmg)
(r3 —T1)(r3 —12)
(s —31)(s —s2)
(3 — 81)(s3 — 82)

Ntr) =0 < Ti0) <59 = = =

Ni(r,s,t) = T3(r) x T1(s) x T1(t) = =r(2r — 1) (4.169)

Na(r,5,8) = Ts(s) x Ty(r) x Ti(t) = = 5(25 — 1) (4.170)

t(2t — 1) (4.171)

Na(r, 5,8) = Ty(s) x Ty(r) x Ta(t) = Ofs _00 y 0; _00 « 1= drs (4.172)

N, ﬂ—T()xT()xT(-—S_O P20 1= 4st(a173

5(1,8,t) = To(s NE 1r)_0’5_0x075_0x = 45t (4.173)
r—0 t—0

Ng(r,s8,t) = Ta(r) x Ta(t) x Ty(r) = 5 X 1=4rt(4.174)

X
5-0 05-0
(4.175)

4.4. Calculo Analitico sobre Elementos Triangula-

res Y Rectangulares de lados rectos.

La integracién de polinomios sobre el area de elementos bidimensionales pue-
de ser laboriosa y en general se hace uso de integraciéon numérica.No obstan-
te,en el caso de elementos rectangulares o triangulares de lados rectos existen
expresiones analiticas de gran utilidad practica asi,expresando los términos del
integrando de las diferentes matrices en funcion de las coordenadas cartesia-
nas locales T y § que se muestran en la figura ,puede obtenerse que la integral

de un término tipico ,tal como.
K;=D / T dA (4.176)
Ae

venga dada por las expresiones siguientes:

m mln!
Kij — Dcn+1 [am+1 _ (—b) +1] m

@i
(m+1)(n+1)

— Elementos Triangulafds177)

T(Tj — Elementos Rectangulafds178)
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En las ecuaciones anteriores m y n son enteros, a,b y ¢ dimensiones tipicas del
elemento de la figura ; y D una constante que depende del tipo de elemento,de
las propiedades del material y de las derivadas de las funciones de forma.Una
vez obtenida la correspondiente matriz K o el vector f en coordenadas locales

Z,y,pueden transformarse a ejes globales mediante la clasica expresiones:
Ky =TTK,T.f,=T"F, (4.179)

donde T es la matriz de cambio de ejes:

cos(Tz) cos(Ty)
T= (4.180)
cos(gx  cos(Ty)

siendo(zz) el &ngulo que forma el eje T con el eje global x,etc. El célculo de

Figura 4.30: Coordenadas x',y’ para el célculo analitico de las integrales de elementos

triangulares y rectangulares.

la matriz de rigidez en elementos triangulares exige obtener derivadas de las
funciones de forma expresadas en coordenadas de area es decir (r, s,t),con

respecto a las coordenadas cartesianas.Asi por ejemplo [3]

8(r,s,t) . 8N1ﬁ 3N1 ds aNlﬁ

—_— 4 4,
Oz Oor 0xr 0s Oz ot Oz (4.181)
Si el elemento triangular es de lados rectos se deduce que:
8(7", 3>t) — b'i 8(7', S,t) — (& (4182)

9z 24,7 " oy 24,
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pudiendo obtenerse facilmente una expresién de los integrados de la matriz
de rigidez en funcién de las coordenadas de &rea.Dichas integrales pueden

evaluarse directamente por las expresiones siguientes:

k! x Il x m!
ktmdA = 2A° 4.
//e” Crkritm) (4.183)
Kl x I
k 1 e
ds=[°—""" 4.184
fl{(e)rs R R (4.184)

Si en las integrales anteriores no aparece alguna de las coordenadas de area,simplemente
se omite el correspondiente exponente en los denominadores de los segundos
miembros de la ecuacién anterior y se hace igual a la unidad de los numerado-

res. [3, Pag 214,215,216]
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Capitulo 5

SOLIDOS DE REVOLUCION.

5.1. Introduccion.

En este capitulo estudiaremos el andlisis por método de los elementos finitos
de soélidos con simetria axial.Es decir,consideremos sélidos en los que su geo-
metria y propiedades mecanicas son independientes de la coordenada circun-
ferencial 6;.Aunque el comportamiento de dichos sélidos es tridimensional,pero
su estudio es generalmente bidimensional ya que en la mayoria de los casos
puede efectuarse utilizando variables que dependen tnicamente de dos coor-
denadas cartesianas. [3, Pag 245]

Si las cargas exteriores son también de revolucién,el desplazamiento de un
punto de una estructura considerada como sélido de revolucién tiene solo com-
ponentes en direcciones radial (u) y el axial (w).El estudio de dichas estructu-
ras por elementos finitos no es complicado y sigue practicamente los mismos
pasos que se explicaron en el capitulo anteridr para problemas de elasticidad
bidimensional.Si las cargas no son de revoluciéon hay que realizar un analisis

tridimensional.

114



Universidad Nacional de Cajamarca.
Método de Elementos Finitos.
2014,

Asesor:Ing Marco Mendoza Linares.
Tesista:Christian G. Salcedo Malaver

Figura 5.1: Sélido de Revolucion.

5.2. Formulacion Basica.

5.2.1. Campo de Desplazamiento.

Sea el solido de revolucion de la figura.Si las cargas son también de revolucién
el movimiento de un punto queda perfectamente definido por las componentes
de los desplazamientos radiales u y el axial w,siendo nula la componente cir-
cunferencial v.Por consiguiente,se puede definir el factor desplazamiento de un

punto por:

u={ M) (5.1)
w(r, s)

5.2.2. Campo de Deformaciones.

Debido a la simetria axial del problema los dos desplazamientos no nulos u
y w son independientes de las coordenadas circunferencial 8.Por consiguien-
te se deduce de inmediato que las deformaciones tangenciales .4 ¥ 7.9 SoOn

nulas.Asimismo,de la teoria de elasticidad se obtiene.

ou ow ou Ow

= —_— ., = — z = T ——
&r £ 0z T 8z+87‘

g (5.2)
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siendo ¢,.,£, Y o,, las deformaciones radial,axial,tangencial respectivamente.
Por otra parte la deformacion axial del cuerpo provoca que los puntos situados
sobre una circunferencia de radio r pasen después de la deformacién a estar
situados sobre otra de radio r + u.Por ello,se define la deformacién circunfe-
rencial ¢4 como la variacion relativa de longitud entre dichas circunferencias Es
decir:

_2n(r+u) wu

2mr r (5.3)

]

El vector de deformaciones de un punto tiene,por tanto,las cuatro componentes

siguientes:

( 3 4 3
Er Gu
Es Gu

£ =4 = 4 \ (5.4)
(] %
du Qw
\ Orz J \ 9z + Br J

5.2.3. Campos de Tensiones.

Las tensiones no nulas se corresponden no nulas se corresponden con las

deformaciones no nulas Asi,pues el vector de tensiones se escribe como:
g = {Ura 02,09, T'rz} (55)

donde ¢,,0,,04 son,respectivamente ,las tensiones radial,axial y circunferen-

cial, y .., es la tension tangencial.

5.2.4. Ecuacion Constitutiva.

la Relacion entre tensiones y deformaciones se deduce de la elasticidad tridi-

mensional de forma andloga al caso de elasticidad bidimensional.En presencia
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de tensiones y deformaciones iniciales se obtienes: [4, Pag 246}
o=D( - +0d° (5.6)

donde si el material es isotropo:

1—-v v ] 0
v 1—v v 0
E
D= ;
1+v)1 - 2v) (8.7)
v v 1-v O
O O 0 1—221/

Figura 5.2: Tensiones actuando sobre un elemento diferencial de un solido de revolu-

cioén.

5.2.5. Expresion del Principio de Ids Trabajos Virtuales.

La expresién del PTV(principio de trabajos virtuales) es andloga a la de elasti-

cidad biimensional ,estando ahora todas las integrales referidas al volumen del
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solido de revolucién.Se deduce que el diferencial de volumen se puede expre-

sar como:
dV = (rd6)dr.dz = rd0dA (5.8)

donde dA es la diferencial de area de la seccién meridional del sélido .Asi ,pues

Ja expresiéon del PTV en un sélido de revolucién se escribe como:

27 2 27 2w
/ / / 8" ordodA = / / / u”brdfdA + f | ouTbrdfds +» / 6u] girid45.9
AJo AJo 0 7 Jo

donde | es el contorno de fa seccién meridional y:

br tr ari
b= (= y ¢ = (5.10)

b, i, Qzi
Son los vectores de fuerzas exteriores masicas ,de superficie y puntuales ,res-
pectivamente .Recordemos de nuevo que ahora todas las cargas tienen sime-
tria de revolucién.
Haciendo uso de la simetria axial puede efectuarse la integracién sobre la va-

riable circunferencial 6 para dar:

2 // 6T odA =27 // ouTbrdA + 2w j{JuTrds + 27 Z Sal g;r; (5.11)
A A l .

Se observa que el coeficiente 27 aparece multiplicando todos los términos ,pu-
diendo por lo tanto eliminarse.No obstante,conviene mantenerlo por razones
didacticas,y,fundamentalmente ,para recordar que los valores de las cargas
puntuales g¢; se refieren a las intensidades de carga por unidad de longitud

circunferencial. [3, Pag 249]
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5.3. Formulacion de Elementos Finitos.

Presentamos seguidamente la formulacion de elementos finitos utilizando,en
primer lugar,el elemento de sélido de revolucién mas sencillo que,analogamente
al caso del plano, es el elemento triangular de revolucién de tres nodos.El ele-
mento,como se puede apreciar en la figura es un anillo de seccion triangu-
lar.Hay que resaltar que un sélido de revolucién los elementos son anulares
,aunque en virtud de la ecuaciones anteriores todas las integrales del elemen-
to se evalGen Gnicamente sobre una secciéon meridional operandose,por tan-

to,sobre un elemento bidimensional. [3, Pag 250]

Figura 5.3: Elemento sélido de Revolucion triangular de tres nodos.

5.3.1. Discretizacion del campo de desplazamientos.

Dentro de la Seccion meridional de un elemento,el campo de desplazamientos

se interpola en forma andloga al caso plano.Asi,para el elemento triangular de

119



Universidad Nacional de Cajamarca.
Método de Elementos Finitos.
2014.

Asesor:Ing Marco Mendoza Linares.
Tesista:Christian G. Salcedo Malaver

tres nodos.
U leul N2><u2 N3XU3
U = = (5.12)
w N1X’LU1 NQX’U)Q N3><w3
Ny, 0 Ny 0 Ny O
N = [N17N21N3] = (5'13)
0 Ny 0 Ny 0 N3
{ 3\ N
ay
a® = J as ? = [ul,wl,u2, w2, u3,w3]" (5.14)
L %3 )

Las funciones de forma NN; se obtienen directamente de las del elemento trian-

gular de tres nodos de elasticidad plana,sustituyendo simplemente las coorde-

nadas x,y por r,z.La interpolacion de las expresiones anteriores al caso de un

elemento de n nodos.

5.3.2. Discretizacion del campo de deformaciones y tensio-

nes.

Del Vector de deformaciones y las ecuaciones de obtienen.

[ o, ]
a0
ON; )
3 0 0z Us;
e=D
i=1 ,
8N; ON;
|l Oz or |
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siendo B la matriz deformada del elemento del nodos i.

Para un elemento de n nodos se tendria n submatrices B;,observase que la
matriz de deformacién no es constante como en el caso de elasticidad plana
debido al termino NT que contiene una singularidad en el origen de coordenadas
.Mas adelante comentaremos como puede evitarse este problema.

Para el elemento triangular de tres nodos se obtiene una forma mas explicita

de B;,sustituyendo la expresién de las funciones de forma :

- -

b; 0

B, =— (5.16)

(ar{-bi:—*-cil) 0

C; b;

L -

El vector de tensiones se obtiene sustituyendo por :

3
o= B;iDal — De® + o° (5.17)
=1

Durante el célculo de las tensiones puede surgir problemas para encontrar el
valor de g5 = ¥ en puntos del eje z al aparecer el cociente indeterminado g.Este
problema puede sortearse calculando el 4 en puntos ligeramente alejados def
eje, o lo que es mas usual extrapolando las tensiones de puntos del interior
del elemento(que generalmente son los puntos de Gauss) al eje .Otro procedi-
miento muy sencillo es utilizar la propiedad de que ¢4 = ¢, en el eje , lo que
simplemente implica reemplazar la segunda fila de B correspondiente a ¢4 por

la primera que corresponde a €.

5.3.3. Matriz de Rigidez del Elemento.

Partiendo del primer miembro de la expresion del PTV(principio de trabajos

virtuales) particularizando para un elemento utilizado en la figura ,se hace el
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anélisis de manera idéntica a como se hizo en el caso de elasticidad plana ,se

obtienen la expresién del equilibrio del elemento como.
K¢a® — f¢=¢° (5.18)

en la que la matriz de rigidez del elemento de la rigidez del elemento tiene la

expresion siguiente:
K9 =2r / / BT DB;rdrdz (5.19)
Ale)

La expresion anterior es valida para cualquier elemento bidimensional de n no-
dos.En la figura se muestra la forma desarrollada K;; para el elemento triangu-

lar de tres nodos .

5.3.4. Vectores de fuerzas nodales equivalentes.

De la expresion de los trabajos virtuales se obtienen el vector de fuerzas noda-

les equivalentes:
F¢ =2 / / NTbrdA + 21 7{ NTtrds + 2n f / BT De®rdA
A le A
— 27 / / BT dA (5.20)

Donde la primera integral corresponde al vector de fuerzas masicas de volumen
f&la segunda a las fuerzas de superficie f;;la tercera a la fuerza debida a las

tensiones iniciales f¢ y la cuarta debida a tensiones iniciales f¢. [3, Pag 257]
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Capitulo 6
Metodologia de Estudio.

La metodologia de estudio para la tesis,fue teérico ya que se usé el método
inductivo-deductivo,basandose en informacién hecha por investigaciones ante-
riores,para dar fruto a unos scripts en lenguaje python.Asi como los métodos
de acoplamiento de matrices de rigidez usandose para tal fin el sistema orde-
namiento de la matriz m que es un sencillo algoritmo de acoplamiento general
para todo tipo de matrices de rigidez.El andlisis de fuerzas viene sometido al
estudio de las funciones de forma las cuales son resultado de la demostracion
. tedrica de la formula de la deformada general de vigas la cual se puede esclare-
cer con las formulas obtenidas en el capitulo 3,especificamente en el apartado

de andlisis de flexidon de vigas por la teoria Euler-Bernuilli.

u = Now, +N391+N4'U)2+N502+Ri($,l) (6.1)

A continuacién se esquematiza el método de investigacion ha empleado:

124



Universidad Nacional de Cajamarca.

Método de Elementos Finitos. Asesor:Ing Marco Mendoza Linares.

Tesista:Christian G. Salcedo Malaver

2014.
Revisién de Textos de - interpretar y Analizar la tegria de
EEM(finite; 0% Discretizacion,Funciones de Forma
Method) ,¥ céiculo de Elementos de Rigidez
Se Basa en

Se compara con

Generar un programa de Hacer en forma adecuada listado de
elementos finitos para pseudocddigos asi como diagramas
sisternas planos N de flujos..

Figura 6.1: Esquema de Investigacion.

125



EJEMPLOS,PRESENTACION Y
DISCUSION DE RESULTADOS .

126



Capitulo 7

Ejemplos y Problemas de

Elementos Finitos.

7.1. Vigas.

7.1.1. Problema NO1:

Se tiene en la figura donde se trata de una barra continua de 0.30x0.30 m2 de

Area y una E=1400000.00,nos piden resolver el sistema.

Figura 7.1: Primer Problema para uso del Programa Femax.

¢ Puesta de datos en el programa Materiales.
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Figura 7.2: Puesta de Datos de Materiales.

e puesta total de datos:

B o e me  im

Figura 7.3: puesta de datos total del esquema a prueba.

e Puesta de Datos en el sap 2000 Vi4.

e El programa Femax te halla la matriz de rigidez,una ventaja sobre el SAP
ya que el sap no te da la matriz,claro que en el fondo es un dato que en el
disefio comercial es impractico mas no en el entendimiento del método de

elementos finitos.
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Figura 7.4: Puesta de datos en Sap 2000 V14.

25200 | 0.00 0.00 -25200 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 90.72 | 226.8 0.00 -90.72 | 226.80 0.00 0.00 0.00
0.00 | 226.8 756 0.00 -226.80 | 378.00 0.00 0.00 0.00

-25200 | 0.00 0.00 | 67200.00 0.00 0.00 -42000.00 | 0.00 0.00
0.00 | -90.72 | -226.8 0.00 510.72 | 403.2 0.00 | -420.00 630

0.00 | 226.80 | 378.00 0.00 403.20 | 2016.00 0.00 -630.00 | 630.00

0.00 0.00 0.00 | -42000.00 | 0.00 0.00 | 420000.00{ 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 -420.00 | -630.00 0.00 420.00 | 630.00

0.00 0.00 0.00 0.00 630.00 | 630.00 0.00 -630.00 | 1260.00

Cuadro 7.1: Matriz de Rigidez General hallada por el programa Femax.

e También el programa calcula la matriz simplificada o matriz generada por

los grados de libertad.
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2016.00 | 0.00 | -630.00 | 630.00
0.00 | 420000 | 0.00 0.00
-630.00 | 0.00 | 420.00 | -630.00
630.00 0.00 | -630.00 { 1260.00

Cuadro 7.2: Matriz simplificada copiada del Femax.

[ % Matriz de Rigidez Smphficada

S =)

( 1 2

1 060
[
o0

3 6300

6300 00

[

420000

300

00

4200

6300

]

00

CALCULO DE MATRIZ SIMPLIFICA

12600

disminuida o simplificada u;

desplazamientos totales en los nudos.
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Figura 7.5: Matriz de Rigidez obtenida por Femax.

e Calculo de las deformaciones se dan por medio de la matriz de rigidez
Kp'F,.

e Haciendo la respectiva comparacion de los resultados del andlisis de los

e Calculo de las fuerzas internas en el sap V14 2000 y en el Femax.
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Figura 7.6: Comparacién de Resultados de Desplazamientos.

R SAP 2000 V14 | Femax 1.01 | %Comparacién
Nudo A 0.01044200 | 0.01036155 99.22 %
Nudo B-1 0.069695 0.06917898 99.25 %
Nudo B-2 | 0.0294900 | 0.02940917 99.72%

Cuadro 7.3: Tabla de Comparacién del Calculo de los Desplazamientos.

o Cuadro de comparacion y porcentaje de las mismas.

F | Femax | Sap 2000 Vi4 | % Comparacion
Fy, 2.65 2.6561 99.77 %
Mz | 025 0.28 89.28 %
Fy, | 11.34 11.39 99.56 %

Cuadro 7.4: Comparacion de Resultados de Fuerzas Internas de Sap 2000 Vi4 y

Femax.

131



Universidad Nacional de Cajamarca. Asesor-Ing Marco Mendoza Linares
Método de Elementos Finitos. -3 )

2014, Tesista:Christian G. Salcedo Malaver

Ft ¥Yiew Founet-Fiver-Set Sefxt  Optioms

Unts AcNoted foontfeaciors A
Jomt Iﬂm CamaTye [3] F2| 3 []] 2] M3
Text Test Text Yoni] Tonk Tornd T, Tonk-m) JTonim
» 4 TDEAD | e T OC T 0 " 2817 T 0| a2e008 !
—E_ TDEAD i UnSwc G S i [ ) o w1
74 Foerias it por Bamas, = 88 Y| 74 Fuerzas ot por Baras. | 2L B fmln
t 1o.y ¢oany
11 1 {ota
1035 ol
10} [
17351 1+
2.1 ted
l AL
Recort [ 4] T3] o2 Add Toes.. |

Figura 7.7: Comparacién de Resultado de Fuerzas Int.

7.2. Porticos.

7.2.1. Problema NO2.

Calcular el siguiente Marco con el Métodos de elementos finitos.

E=1400000.00

I=0.000675m*

Poner los datos y las condiciones iniciales del problema las cuales se dara

en Femax y SAP al mismo tiempo para su respectiva comparacion.
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Figura 7.8: Comparacién de Graficos del Femax con Sap 2000 V14.

e Comparacién de los desplazamientos en los nudos:
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.
£

2014,
W = 3 Ton/

Seccidn tipo

M |
o

Figura 7.9: Esquema del Problema NO2.

e | Sap 2000 V14 Femax % Comparacion
u2 0.0038200 0.00372745 97.57%
v2 0.00012800 | 0.00012827 100.2%
02 0.003245 0.0031947 98.44%
u3 0.003743 0.00364976 97.50%
v3 | 0.00015745 | 0.00015745 100 %
03 0.0014770 0.00145116 98.25%

Cuadro 7.5: Tabla de comparacion de las Deformaciones Sap y Femax.

e Veremos el Calculo de las matrices de Rigideces y la matriz de rigidez
simplificada.

e el célculo de los resultados de las Fuerzas Internas.
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2 [ Frame Disinbuted Loads (DEAD) . - 7

Right Click on any Joint for reeciion valuos
e
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Figura 7.11: Puesta de Datos en Femax 1.01

135



Universidad Nacional de Cajamarca.
Método de Elementos Finitos.
2014.

Asesor:ing Marco Mendoza Linares.
Tesista:Christian G. Salcedo Malaver

ARy TR
[ e View Format-Fingr-Sont_Select Optiors

l]utpm[:a:eJ CascType [T}
Text Text [
AD LinStatic | 000382
~DEAD ““LinStabe [ 0.003743]
AD LinStatic 03

-
| 74 FEMAX

Para of Punto :
Para el Punto :
Para ol Punte
Para ¢l Punto :
Parz el Purto
Para ¢i Punto:
Para ¢t Punto
Parz el Punto:
Para e Punto::

1o}

{0l

10
000372745}
{-0.00012827
1-0.0031847)
10.00364976)

W N U W R e

§-0.00015745}
10.00145116]
Parz ¢! Punto 10 (0]

Pore el Puntu 1 o)

Para el Punto : 12

[

Figura 7.12: Comparacién de los desplazamientos en Femax y Sap 2000 V14.

T v s

CALCILODE MATPZ GEHEPAL

Figura 7.13: Matriz de Rigidez General del Esquema.

R | Sap 2000 V14.0 Femax % Comparacion.
Fz, 0.427000 0.44712991 104.7 %
Fy, 5.389200 5.387303570 99.96 %
Mz 0.38189 0.33563433 87.87 %
Fz, 2.4270 2.4471 100.8 %
Fy, 6.6108 6.6126 100.00 %
Mz 3.1751 3.2136 101.2%

Cuadro 7.6: Tabla de Comparaciones de Calculo de Reacciones del esquema.
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Figura 7.15: Comparacion Grafica del Sap 2000 V14 y el Femax.
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Capitulo 8

Programacion general del Femax.

La aplicacion con éxito en este caso del método de elementos finitos se reduce
a un programa que he elaborado con uso del lenguaje de python y con un siste-
ma de clases y funciones de listas y librerias,conceptos que fueron desarroflan-
do con teorias de elementos finitos de los capitulos anteriores,el concepto que
se elaboré para poder desarrollar el programa fue,en un sistema simple,grafico
y que tenga un fin solo explicativo,pues el programa aun es muy simple para
ser usado para calculos complejos,ya que su fin es simplemente el Femax 1.00
es solo para uso docente y para explicacion en si del método ya que el lengua-
je fue desarrollado de manera que pueda ser entendida para los que tengan
interés en el tema y puedan seguir investigando en el método la cual se deja
a criterio de posteriores tesistas que tengan interés de investigacién en este

método.

8.1. Caracteristicas del Programa Femax.

En la figura(7.1)se muestra el diagrama de flujo del programa ,en el cual se
analizara para los ,sistemas o bucles mas importantes de ella la cual nos da-

ra una idea total del sistema.Para centrar conceptos definiremos seguidamente
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las etapas fundamentales asociadas al andlisis de una estructura por un pro-
grama de elementos finitos,asi como la relacién de cada etapa con la subrutinas

puestas en el diagrama de flujo principal.

8.1.1. Puesta de Datos.

La puesta de datos se ha desarrollado con dos librerias principales de python a
cual es numpy y Tkinter una es encargada de los datos numéricos en arreglos la
cual es establecida con listas y matrices en la cual ya nos estaremos analizando
seguidamente y la otra libreria nos da la oportunidad de entorno grafico,con la
cual nos dard la oportunidad de darnos un entorno agradable y trabajable,la
subrutina puesta de datos se basa en tres partes una de ellas es la puesta de
grilla o ejes de trabajo la cual nos da la oportunidad de tener una cierta forma
de ejes de referencia la misma esté colocado en la parte superior derecha del

programa Femax.

Grilla.

La grilla es un sistema de referencia que se trata de unas lineas de contorno
débil y que son aproximadas en los puntos de interés con un sistema de osnap
o de acercamiento cuando los eventos del mause se acercan a los (z,y) de
los puntos ya derivados del software o puntos de interés del mismo,todos los
puntos son referenciados con el osnap y se traduce en facilidad en el trazo de

las barras,fuerzas.
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BUCLE-DE PUESTA DE DATOS Y SOLUCION
FEMAX

DATOS DE PUESTAEN LIBRERIAS USADAS DE PYTHON
PROGRAMA |

Puestade } ) i -Tkinter
Materiates{E, I,

nodos) [ PUESTA-DATOS ] : ! -numpy
‘ ] -Basse!

-Puestade Fuerzas |
P j —

puntuzles,
Distribuldas

-Puastade Grillao
ejes de ‘ &

Referenclles. | ]
—’J CALCULO DE MATRIZ DE RIGIDEZ e

TOTAL Y LA REDUCIDA

CALCULO OE I';UERZAS CALCULO OF
INTERNAS DEFORMACIONES

Tkinter, numpy, sympy, Matplotiib

Figura 8.1: Diagrama de flujo del programa Femax.

def grilla():
' global Ubicaciones_Universales
Ubicaciones_Universales=[]
def dibujo_grilla():
if nx.get()!=0 and ny.get()!=0:
for i in range(nx.get()+1):
dibujo.create_line(SO;i*mx.get()*50,550,50
+i*mx.get () *50,550-
ny.get () *my.get () x50
,fill=’gray’,activefill=’red’,dash=(3,5),
tag=(’Recta01?))

for i in range(ny.get()+1):

dibujo.create_line (50,550-i*my.get () *50,
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50+ (nx. get ()) ¥mx . get () x50 ,

550 -i*my.get () *50,

fill=’gray?’,activefill=’red’,dash=(3,5),

tag=(’Rectal2?))

for u in range(mnx.get ()+1):

for m in range(ny.get()+1):
Ubicaciones_Universales.append ([50+
u*mx.get () *50,550-m*my . get () *50])
dibujo.create_oval (50+
u*mx.get () *560-2,5560-m*my . get () *50-2,
50+u*mx .get () *50+2,550-
m*my.get () *50+2,

fill=’red’,activefill="blue?)

else:
tkMessageBox.showinfo (message="

Por Favor poner Datos?)

ventana_grilla=Toplevel ()
ventana_grilla.title(’DIBUJAR GRILLA P/ESQUEMA?’)
ventana_grilla.minsize(500,200)

ventana_grilla.geometry (>500x200+0+0°)

nx=IntVar ()
mx=DoubleVar ()
ny=IntVar ()
my=DoubleVar ()

texto_principal=Label(ventana_grilla,
text=?COORDENADAS EN EL EJE X:Y?)
.place(x=100,y=0)
Texto_0Ol1=Label(ventana_grilla,

text=’N:Ejes-X’).place(x=10,y=20)

texto_02=Label (ventana_grilla,
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text=’Dist—Ejes-X;).place(x=250,y=20)
texto03=Label(ventana_grilla,
text=’N:Ejes-Y’).place(x=10,y=60)
texto04=Label (ventana_grilla,

text=’Dist-Ejes-Y’).place(x=250,y=60)

Ejes_Horizontales=Entry(ventana_grilla,
textvariable=nx).place(x=80,y=20)
Distancias_Horizontales=Entry(ventana_grilla,

textvariable=mx).place(x=320,y=20)

Ejes_Verticales=Entry(ventana_grilla,
textvariable=ny).place(x=80,y=60)
Distancias_Verticales=Entry(ventana_grilla,
textvariable=my).place(x=320,y=60)
Boton0i=Button(ventana_grilla,text=?APLICAR’,

command=dibujo_grilla).place(x=300,y=150)

Boton02=Button(ventana_grilla,
text=’CANCELAR’,
command=ventana_grilla.destroy)

.place (x=400,y=150)

# VENTANA DE GRILLAS-LOKITOSAMAX -
# ELEMENTOS DE VARIABLE

ventana_grilla.mainloop ()

Lineas de Barras.

Subrutina creada para el trazo de barras la cual contiene un algoritmo de
eventos consecutivos en dos puntos [inicial, final],las cuales contienen eventos
de posiciones y los dibujos creados en un sistema de la libreria visual Tkin-

ter,contiene el lienzo o Canvas la cual es un sector de dibujo creado para hacer
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Figura 8.2: Entorno Gréfico del Femax y su funcion de Grilla y su resultado

representaciones graficas;nos dan una légica de armado del problema con las
condiciones iniciales asi como elementos de frontera o contorno que en el sis-

tema biplanico lineal se basa en los apoyos la cual se ver4 mas adelante.

def dibuja_barra():
tkMessageBox.showinfo (message=
’Poner el Primero y Segundo punto.’)
global puntos
global longitudes
global u2
global u
start =None
def punto(evento):

global start

global u

start={evento.x,evento.y]

def punto2(evento):
global puntos
global longitudes
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global starf

global u

global u2

if start is not None:
x=start [0]
y=start[1]
dibujo.create_line(x,y,evento.x,
evento.y,width=4.65,arrow=LAST,
activefill=’gray’,tag=(’lineal’))
dibujo.itemconfig(’lineal’, fill=’red?’)
u=u+[{(x-50)/50,(550-y)/50,
(evento.x-50)/50,(550-evento.y)/50]
longitudes=longitudes+
[norm{array{[{evento.x-50)/50,(550-evento.y)/50])
-array ([(x-50)/50,(550-y)/50]1))]

start=None

dibujo.bind (’<Button-1>’,punto)
dibujo.bind (’<Button-3>’,punto2)
ul=array (u)

li=1len(ul)

u2=ul.reshape(11/2,2)

print u2

print longitudes

Las figuras de barras son hechas de color rojo y flechas indicando su posi-
cion inicial y final de las mismas,la cual nos ayudaran a hallar las matrices o
arreglos de sus caracteristicas como longitud,Seno,Coseno de las barras res-
pectivamente para porder calcular las matrices de transformacién y consecuen-
temente hallar la matriz de rigidez.

Con el algoritmo descrito nos daran la forma para el calculo del esquema mas
aun definiremos también los materiales de las barras la cual estara descrito

mas adelante.
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PflxLy1]

Pi[x0,y0]

Figura 8.3: Descripcion de trazo de Barras en Femax.

Materiales.

Es una subrutina encargada de obtener los materiales tanto de I, E;, A;,el sis-
tema es consecuencia o depende del numero de las barras con la cual se puede
introducir los datos en el arreglo para el respectivo célculo de la matriz de rigidez,con

la cual se hace el arreglo de la matriz general ya calculada y demostrada en el capi-
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Figura 8.4: Trazo de las barras en el Programa Femax.

tulo 3.2 la cual queda segun sus grados de libertad de la siguiente manera:

AE 0 o -4 ¢ 0
o 1221 6 o -128 64
o 6% 4B o -6 2%

Kp = (8.1)

AE AE

—2£ 0 0 4 0 0
o -1280 62 o 128 6%

o e6f 28 0 6% 4f

Sera establecido para casos particulares de de barras claro que en este sistema

también se podréa evaluar las transformadas y de tal manera poder sumar las matrices
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individuales y acoplarios en la matriz de rigidez total.
K,=TTK,T ‘ (8.2)

esta subrutina genera un bucle de acuerdo a la cantidad de elementos de barra.

148



Universidad Nacional de Cajamarca.
Método de Elementos Finitos.
2014.

Asesor:Ing Marco Mendoza Linares.
Tesista:Christian G. Salcedo Malaver

def Materiales_Calculo():
global u2
global numero
global C3_Materiales
global nodos_espacio
nodos_espacio=u2
ventana_Materiales=Toplevel ()
ventana_Materiales.title(’Materiales de Elementos’)
lista_1=[’Inercia’+str(i) for i in range (len(u2)/2)]
lista_2=[’Elasticidad’+str(i) for i in range(len(u2)/2)]
lista_3=[’Area’+str(i) for i in range(len(u2)/2)]
ventana_Materiales.geometry(’800x300+0+07)

numero=len(u2)/2

for i in range(len(u2)/2):
lista_1[il=DoubleVar ()
lista_2[il=DoubleVar ()
lista_3[il=DoubleVar ()

for i in range(len(u2)/2):
ul=Label (ventana_Materiales,
text=’Inercia’+str(i),fg=’red’).place(x=0,y=20+i*20)
u2=Label (ventana_Materiales,
text=’Elasticidad’+str(i),fg=’red’).place(x=200,y=20+i*20)
u3=Label (ventana_Materiales
,text=’Area’+str(i),fg="red?).place(x=400,y=20+i*20)

for j in range(numero):
Entrada_Inercia=Entry(ventana_Materiales,
textvariable=lista_1[j],width=10).place(x=100,y=20+j*20)
Entrada_Elasticidad=Entry(ventana_Materiales,
textvariable=lista_2[j],width=10).place(x=300,y=20+j*20)
Entrada_Area=Entry(ventana_Materiales,

textvariable=lista_3[{j],width=10).place(x=500,y=20+j*20)

C_Materiales=None
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def guafd#r_datos():

global C_Materiales

global C3_Materiales

C_Materiales=[]

for t in range(numero):
C_Materiales=C_Materiales+[lista_1[t].get()]1+
[lista_2[t].get()]+[lista_3[t].get ()]

C2_Materiales=array(C_Materiales)

C3_Materiales=C2_Materiales.reshape (numero,3)

print C3_Materiales

#BOTON DE GUARDAR CARACTERISTICAS DE L0OS ELEMENTOS
BotonO1=Button{ventana_Materiales ,text=?GUARDAR’,

command=guardar_datos).place(x=600,y=250)
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Como vemos las caracteristicas del material lo controla un algoritmo que depende

del numero de elementos de barra.

BIMialw] s e -

A Materisies de Blerenta =8 RBY

inercidd #5 meSetw  B5_ am0 &0
tnerciat e Oaticidadi. 00 Arcal o6

Figura 8.5: Subrutina de Materiales del programa Femax

Apoyos o elementos de Contorno.

Es una subrutina creada para el diagramatizacion e interpretacién matricial de ele-
mentos de contorno y tiene como fin obtener los sistemas de condiciones iniciales la
cual se da para el respectivo calculo de la matriz de rigidez disminuida o simplificada
ya que este sistema en concepto y en algoritmo nos da la légica de los grados de
libertad restringidos que segiin sus tipo de apoyos que pueden ser empotrados,movil
o fijos contienen,las restricciones necesarias para interpretarlos como elementos de

contorno o condiciones iniciales:

s Apoyos Fijos:
apoyos que se representa en el programa con un triangulo y contiene un solo
grado de libertad en el sentido de giro §; sin embargo en el sentido de fuerzas

internas contiene dos tanto en el eje x como en el gje y.

= Apoyos Empotrados.

apoyos que se representa en el programa con una barra en T invertida y no con-
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Figura 8.6: Apoyo Fijo y sus propiedades de contorno.

Fyj

Figura 8.7: Apoyo Empotrado y sus propiedades de contorno.

tiene grados de libertad sin embargo en el sentido de fuerzas internas contiene

tres tanto en el eje x, en el eje y el momento M,,.

= Apoyos Mdviles.
apoyos que se representa en el programa con un triangulo y un circulo per-
pendicular y tangente al mismo contiene grados dos libertad en el eje X y la

rotacién 6; sin embargo en el sentido de fuerzas internas contiene uno en el eje

y.

(.8

Figura 8.8: Apoyo Mdévil y sus propiedades de contorno.

= Clase Apoyos dibujo. esta clase fué creada para poder establecer los graficos
en el lienzo de tkinter ya que se tenia que ahorrar lineas de c6digo y para su
mejor manejo de los conceptos a la hora de programar,la clase necesaria para

tal fin en este sentido vemos la linea de cédigo del paquete nodos.
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def

def

def

def

__init__(self,evento,lienzo):

self
self

class Apoyos():

.evento=evento

.lienzo=1lienzo

Aempotrados (self):

self.lienzo.create_line(self.evento.x,self.evento.y,

self .evento.x,self.evento.y+10,fill='blue?)

self
gelf
self
self

.lienzo.create_line(self

.evento.x-10,self.evento

.lienzo.create_line(self.

.evento.x+10,self.evento

Afijos(self):

self

self.
self.
self.
self.

self

.lienzo.create_line(self.

.evento.x+10,self.evento.

Amoviles (self):

self .
self.

self

self.
self.
self.

self

self.evento.x+2,self.evento.y+10,fill="blue’)

lienzo.create_line(self
evento.x-5,s8elf.evento.
.lienzo.create_line(self
evento.x+5,self.evento.
lienzo.create_line(self
evento.x+5,self.evento.

.lienzo.create_oval (self

evento.x-10,self.evento.
lienzo.create_line(self.
evento.x+10,self.evento.

lienzo.create_line(self.

.evento.x,self.evento.y+10,
.y+10,£fill="blue?)
evento.x,self.evento.y+10,

.y+10,fill=’blue’)

evento.x,self.evento.y,
y+10,fill=’blue’)
evento.x,self.evento.y,
y+10,fill="blue’)
evento.x-10,self.evento.y+1

y+10,£fill=’blue’)

.evento.x,self.evento.y,
y+5,£fill=’blue?)
.evento.x,self.evento.y,
y+5,fill="blue’)
.evento.x-5,self.evento.y+5,
y+5,fill="blue’)

.evento.x-2,self.evento.y+5,

= programacion en el entorno grafico.

en el entorno gréafico nos servimos del paquete apoyos para poder dibujar y

representar en arreglos necesarios para poder establecer datos para su res-

pectivo algoritmizacién en el programa en general.
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def apoyos_general(evento):

global tipo_apoyos

global codigo_apoyos

global tipo_apoyosl

global codigo_apoyosi

if selec.get()==1:
Apoyos (evento,dibujo). Aempotrados ()
tipo_apoyos=tipo_apoyos+[(evento.x-50)/50,(550-evento.y)/50]
codigo_apoyos=codigo_apoyos+[1,1,1]

elif selec.get()==2:
Apoyos (evento ,dibujo).Afijos ()
tipo_apoyos=tipo_apoyos+[(evento.x-50)/50,(550-evento.y)/50]
codigo_apoyos=codigo_apoyos+[1,1,0]

elif selec.get()==3:
Apoyos (evento,dibujo). Amoviles ()
tipo_apoyos=tipo_apoyos+[(evento.x-50)/50,(550-evento.y)/50]
codigo_apoyos=codigo_apoyos+[0,1,0]

AP=array(tipo_apoyos)
AM=array(codigo_apoyos)
codigo_apoyosli=AM.reshape(len(AM)/3,3)
tipo_apoyosl=AP.reshape(len(AP)/2,2)
print tipo_apoyosl

print codigo_apoyosl

ventana_apoyos=Toplevel ()

Im_Fijos=PhotolImage(file=’fijo.gif?)
Im_Empotrados=PhotoImage(file=’empotrado.gif?’)

Im_Moviles=PhotoImage(file=’movil.gif?)

ventana_apoyos.title(’Tipo-Apoyos’)
selec=IntVar ()

Texto_Empotrados=Label (ventana_apoyos,text=’Apoyo Empotrado?’).place(x:

Texto_Fjos=Label (ventana_apoyos,text=’Apoyo Fijo’).place(x=100,y=60)
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Texto_Moviles=Label (ventana_apoyos,text=’Apoyo Moviles’).pléce(x=100,y

Empotrados=Radiobutton(ventana_apoyos, image=Im_Empotrados,value=1,vari

Empotrados.place(x=20,y=20)

Fijos=Radiobutton(ventana_apoyos, image=Im_Fijos,value=2,varilable=selec

Fijos.place(x=20,y=60)
Moviles=Radiobutton(ventana_apoyos,image=Im_Moviles,value=3,

Moviles.place(x=20,y=100)

botton_O0l=Button(ventana_apoyos ,text=’Ejecutar’,fg=’blue’).p

dibujo.bind (’<Button-1>’, apoyos_general)
ventana_apoyos.geometry(2400x300+0+0°)
v¥entana_apoyos.minsize (400,300)

ventana_apoyos.mainloop ()
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Figura 8.9: Apoyos en el cuadro de didlogo del Femax.

8.1.2. Matriz de Rigidez.

Esta subrutina se encarga del célculo y acoplamiento de la matriz de rigidez
tanto de la general como la matriz reducida,este sistema de acoplamiento fue
resuelta con la matriz de ordenamiento o matriz 7; que es un sistema de arreglo
basado en los grados de libertad y el numero de barras de andlisis la cual

vemos en la siguiente formula basado en la figura 7.10.
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Figura 8.10: Marco de Referencia.

Este método ordena los grados de libertad segin el sentido de la barra la cual
nos dan la idea de cuales son los elementos de K, K9, Ka1, Ko, la cual esta

descrito en los puntos de coordenadas globales respecto del sistema de barras.

[1 2 3

7= 1 c¢ 3 f | — Grados de Libertad (8.3)

3 6 6

! La formula general de ensamblaje tiene mucho que ver con el sentido de la

'Esta forma de acoplamiento se encuentra en el libro de Tena Colunga Analisis Estructural con Mé-
todos Matriciales a esta forma de acoplamiento generalizacién de la matriz de acoplamiento elemento

ur
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barra ya que en este sentido en la cual se ordena la matriz de rigidez total;la

formula general de ensamblaje seria de la siguiente manera:
KT{ﬂi[i7n]’7Ti[,ja TL]} «— Kzn[z,]] (8-4)

Donde el simbolo <— significa "ensambla dentro” o,explicado de otra manera
al valor ya existente.En otras palabras,el coeficiente de rigidez K7 se ensambla
en el renglén (i, n),columna 7(j,n) de la matriz de rigidez global[K].como se

ilustra en la siguiente figura:

n{jn)

K= ~ Matriz de rigidez det elemento n

x(hn) —{ — -0

Matriz de rigidez global de la estructura

Figura 8.11: Procedimiento del ensamblaje global por medio del método 7;
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= Programacién del Método 7;. Se muestra en el cédigo fuente del Femax en

python para el sistema de acoplamiento usando el método.

for i in range(len(C)):
ordenamiento[i]=C[1i]
print ordenamiento
for i in range(numero_datos):
for j in range(len(C)):
if ordenamiento[j][0]==nodos_espacio[i][0] and
ordenamientof{j)l[1]==nodos_espaciol[i] [1]:
ordenamiento_primario.append(j)
print ordenamiento_primario
ordenamiento2=array(ordenamiento_primario)
numero_filas=len(ordenamiento2)/2
ultimo_ordenamiento=ordenamiento2.reshape (numero_filas,2)
P_01S=ultimo_ordenamiento+1
P_025=P_01S%*3 .
WQ=array([range(P_02S[i]J[0]1-3,P_02S[i]J[0]) for i in range(ldn(P_02S))]
WR=array ([range(P_02S[i]J[1]-3,P_028[i}[1]) for i in range(len(P_02S))]
0=1[1]
for i in range(len(WQ)):
for j in range(len(WR)):
if i==j:

0=0+{array ([WQ[i],WR[jl]l).reshape(6)]

P_03S=array (0)

matriz_ordenamiento=transpose(P_03S)

print matriz_ordenamiento

Veremos Ahora el calculo de la Matriz de Rigidez y su respectivo globalizacién
de la misma usando una clase y un sistema de libreria llamado Matrix2D, la

cual ser4 clave para el calculo mas rapido claculo de la matriz de rigidez total y
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la Matriz simplificada.

from numpy import *
from numpy.linalg import *
class Matrix2D():
def __init__(self,A,E,I,L):
self .A=A
self .E=E
self.I=1
self.L=L
self .Kt=zeros ((6,6))
def constructor (self):
self .Kt[0]1 [0]=self.Kt[3][3]=(self.A*self.E)/float(self.L)
self . Kt [0]1[3]l=self .Kt[3] [0]=-(self.A*xself.E)/float(self L)
self . Kt (1] [1]=self .Kt[4][4]=(12*self .Exself.I)/float((self .L**3))
self .Kt[4]1[1]=self .Kt[1]1[4]1=-(12*self .Exself.I)/float ((self.L*%*3))
self .Kt[1][2)=self .Kt[2] [1]=self.Kt[11[5]=self .Kt[5]1[1]5
(6*self .Exself.I)/float ((self.L*x*2))
self .Kt[4]1 [2])=self .Kt[2] [4]=self.Kt[4][6]=self .Kt[5]{4]7
-(6*self .Exself.I)/float ((self.L*x*2))
self .Kt[2][2]=self.Kt[5] [5]1=4*self .Exself.I/float((self L))
self.Kt[2][5)=self.Kt[5][2]=2*self.Exself.I/float ((self |L))
return self.Kt
class Transformada():
def __init__(self,x1,yl,x2,y2):
self.x1=x1
self .x2=x2
self.yl=y1
self .y2=y2
self .L=sqrt ((self.x2-self.x1)**2+(self.y2-self.yl)*%*2)
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self .h=self.y2-self .yl
self.d=self.x2-self.xl

def T(self):
S=self .h/float (self.L)
C=self.d/float(self.L)
t=zeros ((6,6))
t[0][0]1=t[1]1[1]=t[3]1[3]1=t[4]1[4])=C
t[01[11=t[3][4]1=8
t[1][0]1=t[4]1[3]1=-8
t[2][2]=t[5]1[5]=1

return t
USSR PR,
#

# ACOPLAMIENTO FINAL DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ TOTAL DE LA EST
# K[PI[i][n],PI[j1[n]]<-------nco--c--K{n}[i][n]
B o o o o o e e e e e e e e e e e e e d e
KT=zeros ((3*len(C),3*x1len(C)))
for i in range(6):
for j in range(6):
for n in range(len(K_Rtodos)):
KT [matriz_ordenamiento{il [n]] {matriz_ordenamiento{j][n]]}
=KT [matriz_ordenamiento[i] [n]] [matriz_ordenamiento[j][n]]+
print KT
B o o e o e e e e e e e et mmmm e m L
#
# CALCULO DE MATRIZ REDUCIDA --> Ki
¥
B m m e o e e e e e e e e e e e e e mmmm e d e
GDLO1=[]

for i in range(len(C)):

for j in range(len(tipo_apoyosl)):

if ordenamiento[i] [0]==tipo_apoyos1[j]l[0] and ordenﬁmiento[i][
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==tipo;ap§yosltj][1]:
GDLO1.append (i)

GDLO2=array (GDLO1)
GDL03=GDL02+1
GDL04=GDL03*3
MQ=array ([range (GDLO4[i]-3,GDL04[i]) for i in range(len(GDL04))])
EL=MQ*codigo_apoyosl
K_reducida_inicial=delete (KT ,EL,axis=0)
K_reducida_final=delete(K_reducida_inicial ,EL,axis=1) #calculo de K_red

print K_reducida_final

= Antes del acoplamiento es bueno saber que las matrices tendran que estar
sujetas o calculadas en el sistema global la cual se calcula por medio de las

siguientes formulas las cuales son establecidas por medio de las siguientes

formulas.

4B o o 42 o
o 128 62 o -12 6%
0 621 4Bl o0 —6Z 2Z

K; = (8.5)

—4E 0 0o 4 0 0
0 -128 —6Z 0 128 6%

o 6% 28 0 -6 4F
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La matriz antes mencionada en la formula es establecida como matriz de ele-
mentos locales es decir para ejes que sean paralelos a la barra con la cual
nosotros sabemos que en los problemas de anélisis estructural estdn geométri-
camente basados en barras conectadas en forma geométricas complejas pues

para ello nos basaremos en la matriz de transformacion:

B 7

cos(6) sen(8) 0 0 0 0
—sen(0) cos(d) 0 0 0 O
0 0 1 0 0 0
T = (8.6)
0 0 0 cos(@) sen(d) O
0 0 0 —sen(d) cos(d) O
L 0 0 0 0 0 1 |

La formula para llevario la matriz local a términos globales de la matriz general

o matriz de rigidez total esta basado en:

K,=TTK,T (8.7)

8.1.3. Calculo de Deformaciones.

Esta subrutina se encarga del calculo de las deformaciones globales y defor-
maciones locales la cual nos dan la oportunidad de aplicar las funciones de
deformadas por medio de las funciones de interpolacion o funciones de forma
que se usan para hallar las graficas que son halladas por medio de la suma 'y

multiplicacion de las deformadas en los grados de libertad. 01, v1, uy, 83, v2, ug
Ug = Niuy + Novy + N3by + Nyus + Nsve + Ngbs (88)
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A Femay

2 0D 525 1575 00
CALCULO DE MATRIZ GENERAL
3 00 1575 6300 [ 7]
4 -710000 090 00 420000
5 I, _‘J_'

Figura 8.12: Tabla de Resultado de la Matriz de Rigidez Total Femax.

= Asi que se habra forma de calculo respecto de las ecuaciones generales y para
poder hallar las ecuaciones se deben conocer las funciones ya estudiadas en
anteriores capitulos sobre todo en el calculo de vigas:

T

Ny(z,1) =1— ; (8.9)
Na(z,1) = 2(%)3 . 3(%)2 +1 (8.10)
Na(z, 1) = z(1 — %)2 (8.11)
Na(z, 1) == (8.12)
!
Ns(z,1) = 3(7)" —2(7)° (®.13)
z2 z
Ne(z,1) = ——l-(l - 7) (8.14)
» El célculo de las deformaciones son dadas por las siguientes formulas:
Kl x Fy =, (8.15)
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O P
#
# Programacion de Calculo de Fuerzas Puntuales
#
PPN I
esquema_fuerzasp=[]
for i in range(len(ordenamiento)):
for j in range{(len(Puntos_AFuerzasPl1)):
if ordenamiento[i] [0]==
Puntos_AFuerzasP1[j] (0] and ordenamiento[i]l[1]==Puntos_AFuerza
esquema_fuerzasp.append (i)
print esquema_fuerzasp
esquema_fuerzaspl=array(esquema_fuerzasp)
esquema_fuerzasp2=(esquema_fuerzaspl+1)*3
WR=array([range(esquema_fuerzasp2[i]-
3,esquema_fuerzasp2[i]) for i in range(len(esquema_fuerzasp2))])
WQ=WR.reshape (len(WR)*3,1)
Fuerzas_puntuales=zeros((len(ordenamiento)*3,1))
Puntos_FuerzasP2=Puntos_FuerzasPl.reshape(len(Puntos_FuerzasP1)#3,1)
for i in range(len(Puntos_FuerzasP1)x*3):
Fuerzas_puntuales [WQ[il]=Fuerzas_puntuales[WQ[i]]+Puntos_FuerzasP2
print Fuerzas_puntuales
SO EP RPN PP
#
# Programacion de calculo de Fuerzas Distribuidas
. .
- S e i I e e b e
F5=F4.reshape(len(F4)*2,2)
esquema_FuerzasD=[]
for i in range(len(ordenamiento)):
for j in range(len(F5)):
if ordenamiento[i] [0]1==F5[j][0] and
ordenamiento[i] [1]1==F5(j]1[1]:
esquema_FuerzasD.append (i)
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esqﬁema_FuerzasD1=array(esquema_FuerzasD)
esquema_FuerzasD2=(esquema_FuerzasD1+1)*3
WU=array([range(esquema_FuerzasD2[i]-3,

esquema_FuerzasD2[i]) for i in range(len(esquema_FuerzasD2))
WP=WU.reshape(len(WU)*3,1)

print ’este es la clave’+str (WP)

Fuerzas_Distribuidas=zeros ((len(ordenamiento)*3,1))

Fuerzas_DD=[]

for i in range(len(longitudesFD)):
Fuerzas_DD=Fuerzas_DD+
[[0,Valores_FD[i]l*(longitudesFD[i])/float(2),
Valores_FD[il*(longitudesFD[i]**2)/float(12)],
[0,Valores _FD[il*(longitudesFD[i])/float (2),
-Valores_FD[il*(longitudesFD[i]**2)/float (12)]]

FuerzasDDl=array (Fuerzas_DD)

FuerzasDD2=FuerzasDDl.reshape (len(FuerzasDD1)*3,1)

for i in range(len(FuerzasDD2)):

Fuerzas_Distribuidas [WP[i]J]=Fuerzas_Distribuidas[WP[i]]+

Fuerzas_nequivalentes=Fuerzas_puntuales-Fuerzas_Distribuidas
Fuerzas_NodD=delete (Fuerzas_mequivalentes ,EL,axis=0)

print Fuerzas_NodD

Calculo de las deformaciones Nodales

DeformacionesOl=dot (inv(K_reducida_final),Fuerzas_NodD)

print DeformacionesO1l

WUP=range (0,len(Fuerzas_nequivalentes))
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WUPl=array (WUP)
WUP2=WUP1.reshape (len(WUP),1)
WUP3=delete (WUP2,EL,axis=0)
Deformaciones_totales=zeros ((len(orderamiento)*3,1))
for i in range(len(WUP3)):
Deformaciones_totales [WUP3[i]]l=
Deformaciones_totales [WUP3[i]]+DeformacionesO01 [i]

print Deformaciones_totales

EEET

d]  PendPuway
Pars o Puito
Pary cf Pons:.
#1n & Punto:
Parn ¢f Pt

Para el Pusto;
Pars el Pt

Cmue v ewNe
2

Figura 8.13: Generacién de tabla de Resultados de la tabla de las deformadas Femax.

8.1.4. Calculo de Fuerzas Internas.

Esta subrutina es para el célculo de las fuerzas internas que en este caso es por
barra la cual nos dan la oportunidad de hallar el calculo de las fuerzas internas

por barra:

u; = T (8.16)
Kz(Tu;) = Fint x Barra (8.17)
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# Calculo de Fuerzas Internasx-Barras

usOl=transpose (matriz_ordenamiento)
ordenamiento_fuerzasU=[]
for i in range(len(us01)):
sx=us01[il.reshape(1,6)
ordenamiento_fuerzasU=ordenamiento_fuerzasU+[sx]
ordenamiento_ff=array(ordenamiento_fuerzasU).
reshape(len(ordenamiento_fuerzasU),6)
SMR=array ([{[0.000000,0.000000,0.000000,0.000000,
0.000000,0.000000]
for i in range(len(ordenamiento_ff))])
for i in range(len(ordenamiento_ff)):
for j in range(6):
SMR{iJ[jl=sMR[il[j]1+

Deformaciones_totales [ordenamiento_f£f[i]l[j]]

print SMR

SMRWW=1[]

for i in range(len(ordenamiento_ff)):
SMRWW=SMRWW+ [dot (T[i] ,SMR[i] .reshape(6,1))]

SMRWWi=array (SMRWW)

SMRWW2=SMRWW1.reshape (len (SMRWW) ,6)

print SMRWW2

resultados_fuerzapb=[]

for i in range(len(SMR)):
resultados_fuerzapb=resultados_fuerzapb+
f{dot (K_Rtodos[i],SMR{i].reshape(6,1))]

print resuitados_fuerzapb

restar_altotal=Fuerzas_nequivalentes-Fuerzas_puntuales

SMRi=array ([[0.000000,0.000000,0.000000,0.000000,
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0.000000,0.000606]
for i in range(len(ordenamiento_ff))])
WNN=WP.reshape(len(WP)/6.00,6.00)
for i in range(len(ordenamiento_ff)):
for j in range(len(WNN)):
if ordenamiento_f£f[i] [0]==WNN[j] [0] and
ordenamiento_ff[i][1]1==WNN([j]l[1] and
ordenamiento_ff[iJ[2]==WwNN[j][2] and
ordenamiento_ff[i] [3]==WNN[j][3] and
ordenamiento_ff[i] [4]==WNN[j] [4] and
ordenamiento_ff[i][51==WNN[j][5]:
SMR1[i] [0]J=ordenamiento_f£f[i] [0] .
SMR1[i][1]l=ordenamiento_£ff[i] [1]
SMR1[i] [2]=ordenamiento_ff [i] [2]
SMR1[i] [3]=ordenamiento_ff [i] [3]
SMR1i[i]l [4]=ordenamiento_ff[i] [4]
SMR1[i] [6]=ordenamiento_f£ff [i] [5]
else:
SMR1[i]1[0]1=0.000000000
SMR1[i] [1]=0.000000000
SMR1 (1] [2]1=0.000000000
SMR1[i1[3]=0.000000000
SMR1[i] [4]=0.000000000
SMR1[i] [61=0.000000000
SMR2=array ([{0.000000,0.000000,0.000000,0.000000,
0.000000,0.000000]

for i in range(len(ordenamiento_ff))])
for i in range(len(ordenamiento_£ff)):

for j in range(6):

SMR2[i][j]1=SMR2[il{jl+restar_altotal [SMR1[i][j]]

fuerzas_bfinal=[]

for i in range(len(ordenamiento_ff)):

169




Universidad Nacional de Cajamarca.

Método de Elementos Finitos. Asesor:Ing Marco Mendoza Linares.

Tesista:Christian G. Salcedo Malaver

fuerzas_bfinal=fuerzas_bfinal+{resultados_fuerzapb({i]
-SMR2[i] .reshape(6,1)]

print fuerzas_bfinal

Aot

BIM&Y ]

Figura 8.14: Tabla de Resultados para el calculo de Fuerzas Internas del programa

Femax.

8.1.5. Graficos y Tablas de Resultados.

Esta subrutina es encargada del calculo de los graficos de los esquemas usa-
dos en los acapites anteriores de las subrutinas anteriores ,esta parte del pro-
grama esta programada con la libreria de Matplotlib,una libreria usada para
gréficos de gran capacidad la cual nos ayudaran para graficar las funciones de
Cortantes,Momentos,Deformadas y giros, la cual queda establecida por medio

de las funciones de forma.
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U; =N1(u1) + Nz('l)l) + N3(6,) + N4(U2) + N5(’U2) + Ng(03) + R;(=z, l) (8.18)
oN; ON, 3N3 ON, ON;

6; = 5 (u1) + 5 (v1) + (91) e (u2) + e (v2)
+9%50,) + Rifa, ) | (8.19)
2 2 2
=12t =T Pl 4 T gy 4 Tl 4 PR,
32N6
=2 (62) + Ri(z,1)" (8.20)
33 33N 33 N. 6 N. 3N,
Vi=Elgs = g (w) + 55 () + 55 (0) + 7 5" (wa)
3
+ aai‘f (v2) a N"' (92) + Ri(z, )"’ (8.21)

e El algoritmo para la graficacion de la misma se propone en el cédigo en el

siguiente item.

X=[1]
for i in range(len(ordenamiento_ff)):
xi=arange (0, longitudes(i],0.1)
X=X+[xi]
print X
VVUW=nodos_espacio.reshape(len(nodos_espacio)/2,4)
print ’esta mierda es :’,VVUVW
PO=1[]
FMMUT=zeros ((len(VVUW),1))
for i in range(len(VVUW)):
for j in range(len(F4)):
if VVUW[Lil[0]==F4([j]l[0] and
VVUW[il [1]1==F4[j] [1]
and VVUW[i)l [2]==F4[j1[2] and
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YVOW (1] [3]1==F4(§] (3] :
FMMUT[i] [0)=-Valores_FDI[j]
print FMMUT
F_DD=FMMUT

print F_DD

Form=[]

for i in range(len(ordenamiento_ff)):
Form=Form+[Forma_GG (X[i],longitudes[i],
C3_Materiales[i] [1],C3_Materiales[i][0],F_DD[i])]

DEFF=[]

for i in range(len{(ordenamiento_£ff)):
DEFF=DEFF+[Form[i] .N_1 () *SMRWW2[i] [0]J+Form[i].N_2()
*SMRWW2 [i] [1]+
Form[i] .N_3 () *SMRWW2[i] [2]+Form{i].N_4()
*SMRWW2 [i] [3]+
Form[i] .N_5() *SMRWW2[i] [4]+Form[i] .N_6()
*SMRWW2 [1i] [5]+
Form[i]l .R_1()]

print DEFF

DEFG={]

for i in range(len(ordenamiento_f£ff)):
DEFG=DEFG+[(Form{i].W_1()*SMRWW2[i] [0]
+Form[i] .W.2 () *SMRWW2[i] [1]+Form[il.W_3()
*SMRWW2 [1]1 [2]
+Form[i].W_4 () *SMRWW2[i] [3] +Form[i].W_5()
*SMRWW2 (1] [4]
+Form[il.W_6 () *SMRWW2[i] [6]+Form[i].R_2())]

print DEFG

Momenx={]

for i in range(len(ordenamiento_ff)):
Momenx=Momenx+[-1*(Form[i] .M_1()*SMRWW2[i] [0]
+Form[i] . M_2 () *SMRWW2[i] [1]+Form[i].M_3 ()
*SMRWW2 [i] [2]
+Form{il].M_4 () *SMRWW2[i] [3]1+Form[i] . M_50)
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«SMRWH2 [1] [4]
+Form[i] .M_6 () *SMRWW2[i] [6]1+Form{i]l.R_3())]
print Momenx
Cort=[]
for i in range(len(ordenamiento_ff)):
Cort=Cort+[Form[i].V_1()*SMRWW2[i] [0]+
Form[il.Vv_2()*SMRWW2[i] [1]+Form[i].V_3()
*SMRWW2 [i] [2]+
Form[i] .V_4 () *SMRWW2[i] [3]+Form{i].V_56()
*SMRWW2[i] [4]+
Form[il.V_6 () *SMRWW2[i] [51+Form[i].R_4()]
print Cort

print longitudes

def Diagramasfinales():
def Diagrama():

fiig=figure (1)
TDef=fiig.add_subplot (221)
title(r?$D_{i}$’)
grid(True)
xlabel (r?$x_{i}$?)
ylabel (r’$\delta$?)
TDef .plot (X[m.get ()] ,DEFFIm.get ()])
TGir=fiig.add_subplot(222)
title(r’$\theta_{i}$?)
xlabel (r’$x_{i}$’)
ylabel (r’$\theta_{i}$’)
grid(True)
TGir.plot (X[m.get ()] ,DEFG[m.get () 1)
TMom=fiig.add_subplot (223)
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title(xr $M_{i}$?)
xlabel (r’$x_{i}$?*)
ylabel (r’$M_{i}$’)
grid (True)
TMom.plot(X[m.get ()] ,Momenx[m.get ()])
TCort=fiig.add_subplot (224)
title(r’$V_{i}$’)
xlabel (r?$x_{i}$’)
ylabel (r’$V_{il}$’)
grid(True)
TCort.plot (X[m.get ()] ,Cortm.get()1)
show ()
ven01=Toplevel ()
ven0l.title(’Diagramas de las Barras?’)
textoMM=Label (ven0l,text=’Elija la Barra :’,
fg=’blue’).place (x=20,y=20)
m=IntVar ()
EntradaMM=Entry (venO1,
textvariable=m,width=10).place(x=100,y=20)
BotonMM=Button(ven01,text=’ejecuta’,
command=Diagrama).place(x=200,y=20)
ven01.mainloop ()
def Fuer_Int():
def VFuerzas01():
ventana_alternaOi=Toplevel ()
texto=Label (ventana_alternaOi,text=fuerzas_bfina
{n.get()]).place(x=20,y=20)
ventana_alternaOl.title(’Fuerzas Int por Barras
ventana_alternaOl.mainloop()
ventana_fuerzasint=Toplevel ()
texto_0l=Label (ventana_fuerzasint,
text=’Elegir Barra :?).place(x=20,y=20)
n=IntVar ()
entrada0i=Entry(ventana_fuerzasint,
textvariable=n,width=5).place(x=100,y=20)
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def

def

Boton01=Button(ventana_fuerzasint;text=’ejecuta’,
command=VFuerzas0l1).place(x=150,y=20)
ventana_fuerzasint.mainloop ()
Deformaciones _FFU():
ventana_Deformaciones=Toplevel ()
for i in range(len(Deformaciones_totales)):
Label(ventana_Deformaciones,
text=’Para el Punto :’).place(x=20,y=i*x20+20)
Label(ventana_Deformaciones,
text=i+1).place(x=150,y=i*20+20)
Label (ventana_Deformaciones,

text=Deformaciones_totales[i]).place(x=180,y=i*2

ventana_Deformaciones.mainloop ()
Matriz_RRIG():
ventana_matrix=Toplevel ()
ventana_matrix.geometry(’600x600+0+0?)
ventana_matrix.title(’Matriz de Rigidez?’)
textos=Canvas(ventana_matrix ,width=400,height=400,
scrollregion=(0,0,2000,2000),
highlightcolor=’black’,relief=’s0lid? ,background="’wH
for i in range (len (KT)):

for j in range (len(KT)):

textos.create_text (100%xi+40,100%j+40, text=Kl

for i in range(len(KT)):

textos.create_text (100*xi+40,10,text=i+1,fill="’re

textos.create_text (10,100%i+40,text=i+1,fill="re
textos0l=Label (ventana_matrix,

text=’CALCULO DE MATRIZ GENERAL’,fg=’red’)

-textos0l.grid(row=1,column=3)

scrollY=Scrollbar (ventana_matrix,
orient=VERTICAL , command=textos.yview)
scrollY.grid(row=1,column=2,sticky=N+S)

scrollX=Scrollbar(ventana_matrix,

175

0+20)

1ite?)

AESRRED

a?)
a’)




Universidad Nacional de Cajamarca.
Método de Elementos Finitos.

Asesor:ing Marco Mendoza Linares.
Tesista:Christian G. Salcedo Malaver

2014.
orient=HORIZONTAL, command=textos.xview)
scrollX.grid(row=2,column=1,sticky=E+W)
textos[?xscrollcommand?]=scrollX.set
textos[’yscrollcommand’]=scrollY. set
textos.grid(row=1,column=1)
ventana_matrix.mainloop ()

def Matriz_DMM():

ventana_matrixD=Toplevel ()
ventana_matrixD.geometry (’600x600+0+07)
ventana_matrixD.title(’Matriz de Rigidez Simplificad
textosl=Canvas (ventana_matrixD ,width=400,height=400
scrollregion=(0,0,2000,2000),
highlightcolor=’black’,relief=’s0lid?,background=’w}
for i in range(len(K_reducida_final)):
for j in range(len(X_reducida_final)):
textosl.create_text (100*i+40,100*j+40,
text=K_reducida_final[i][j])
for i in range(len(K_reducida_final)):
textosl.create_text (100%i+40,10,
text=i+1,fill=’fed’)
textosl.create_text(10,100%i+40,
text=i+1,fill="red?)
textos02=Label (ventana_matrixD,
text=’CALCULO DE MATRIZ SIMPLIFICADA’,fg=’red’)
textos02.grid(row=1,column=3)
scrollY=Scrollbar(ventana_matrixD ,orient=VERTICAL,
command=textosl.yview)
scrollY.grid(row=1,column=2,sticky=N+S)
scrollX=Scrollbar(ventana_matrixD,orient=HORIZONTAL
command=textosl.xview)
scrollX.grid(row=2,column=1,sticky=E+W)
textosl[’xscrollcommand’]=scrollX.set

textosl[’yscrollcommand’]=scrollY.set

a’)

yite?)

textosl.grid(row=1,column=1)
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ventana_matrixD.mainloop ()
ventana_Resultados=Toplevel ()
ventana_Resultados.geometry(’600x400+0+07)
ventana_Resultados.title(’Resultados de Analisis?)
texto_0l1=Label(ventana_Resultados,
text=’Deformaciones Internas :’,fg=’b1ue’).place(x=20,yJ2O)
BotonOl=Button(ventana_Resultados ,text=’Ejecutar’,fg=’red’,
command=Deformaciones _FFU).place(x=180,y=20)
texto_02=Label (ventana_Resultados,
text=’Matriz de rigidez’,fg=’blue’).place(x=20,y=50)
Boton02=Button(ventana_Resultados,
text=’Ejecutar?,fg=’red’,
command=Matriz_RRIG).place(x=180,y=50)
texto03=Label (ventana_Resultados,
text=’Matriz de Rigidez Simplificada’,fg=’blue’).place(x=20,y=80)
Boton03=Button(ventana_Resultados ,text=’Ejecutar’,
command=Matriz_DMM,fg=’red’).place(x=180,y=80)
texto04=Label (ventana_Resultados,
text=’Fuerzas Internas’,fg=’blue’).place(x=20,y=110)
Boton0O4=Button(ventana_Resultados,text=’Ejecutar’,
command=Fuer_Int,fg=’red’).place(x=180,y=110)
texto05=Label (ventana_Resultados,
text=’Diagramas?’,fg=’blue’).place(x=20,y=140)
Boton05=Button(ventana_Resultados,text=’ejecuta’,
command=Diagramasfinales ,fg=’red’).place(x=180,y=140)

ventana_Resultados.mainloop ()

e En las gréficas se dividen en 4,una es la grafica de la deformada,la otra
de gréfica de giro o desplazamiento de giro,la otra el Momento, y la ultima

fa cortante.
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Figura 8.15: Gréafica de Resultados del Analisis del Femax de u;,0;,M;,V;.

Con esta subrutina se termina el programa femax.
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Capitulo 9

Conclusiones y Recomendaciones.

9.1. Conclusiones.

e Se pudo ver que al ser los resultados obtenidos por el programa FE-
MAX.,en contra partida de los resultados obtenidos por el Software Co-
mercial SAP V14 hay un parecido de 99.8 % por lo tanto se puede concluir
que los programas comerciales trabajan con el método de elementos fini-

tos y nuestra tesis hipétesis ha sido resuelta como cierta.

¢ El sistema de acoplamiento generado para la matriz de rigidez,ha sido
satisfactoria por lo cual se puede tomar como referencia el algoritmo para

elementos de todo tipo asi como placas,sélidos de revolucion etc.

Kr{(n(i,n), 7(j,m)} +— K°G,j) @.1)

9.2. Recomendaciones.

e Se recomienda que se dicte el curso de elementos Finitos o que en silabus

de Analisis Estructural se la incluya ya que es un elemento importante para
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entender como funcionan los programas comerciales de Estructuras y le

dara mas facilidad de entendimiento al alumno.

Se da pie a que las investigaciones con elementos finitos sigan adelante
ya que es una gran herramienta para poder calcular problemas complejos

en la ingenieria.

Para el calculo de pérticos y vigas se uso los sistemas de acoplamiento
de matriz 7;,este método puede ser usado para todo tipo de estructura ya
que es un algoritmo universal ya que se establece la opcién de direccién

y grado de libertad.

El uso de las funciones de forma son fundamentales en el andlisis es-
tructurales del método de elementos finitos y se recomienda el estudio
minucioso de ello ya que es también un sistema universal para el célculo

de las gréaficas y célculo de u;, 8;, M;, V; en cualquier punto estructural.

Se recomienda el uso masivo del lenguaje de programacién como python
para alumnos Universitarios por que nos dan gran alternativos de desarro-

llos para el célculo de Iingenieria .
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Capitulo 10

Codigo Fuente del Programa

Femax.

#PROGRAMACION FEMAX

from matplotlib import =*

from pylab import =*

import matplotlib.pylab as plt
from Tkinter import=*

from Matrix2D import =*

import tkMessageBox

'import time

from apoyos import *

from Fuerza2D import *

from Formax import =*

c=11
C3_Materiales=[]
longitudes=1[]
K_todos=[]

u=[]

u2=[]
nodos_espacio=None

T=11
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K_Rtodos=[]
ordenamiento=None
puntos=1[]
tipo_apoyos=None
codigo_apoyos=None
tipo_apoyosl=None
codigo_apoyosl=None
Ubicaciones_Universales=None
Puntos_FuerzasP=None
Puntos_AFuerzasP=None
Puntos_FuerzasPi=None
Puntos_AFuerzasPl1=None
inicio_FuerzasD=None
linea_FuerzasD=[]
F4=[]

Valores_FD=[]
longitudesFD=[]

def Fuerzas_puntuales():
global Puntos_AFuerzasP
global Puntos_FuerzasP
global Puntos_FuerzasPl
global Puntos_AFuerzasPl
Puntos_FuerzasP=[]
Puntos_AFuerzasP=[]
def dibujar_Fuerzas(evento):
global Puntos_FuerzasPl
global Puntos_AFuerzasPl
global Puntos_FuerzasP
global Puntos_AFuerzasP
if selecOl.get()==1:
val=gelecP01.get ()
fuerzas (evento ,dibujo,val).Fuerza_VP()

Puntos_FuerzasP=Puntos_FuerzasP+[0,val,0]

Puntos_AFuerzasP=Puntos_AFuerzasP+[(evento.x-50)/50,
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>(550-evento.y)/50]‘
if selecOl.get()==2:
val=selecP02.get ()
fuerzas (evento ,dibujo,val).Fuerza_VN()

Puntos_FuerzasP=Puntos_FuerzasP+[0,-val,b0]

Puntos_AFuerzasP=Puntos_AFuerzasP+[(evento.x-50)/50,
(550-evento.y)/50]

if selecOl.get ()==3:
val=selecP03.get ()
fuerzas (evento ,dibujo,val).Fuerza_HP ()
Puntos_FuerzasP=Puntos_FuerzasP+{val,0,0]
Puntos_AFuerzasP=Puntos_AFuerzasP+[(evento.x-50)/50,
(550-evento.y)/50]

if selecOl.get()==4:
val=selecP04.get ()
fuerzas (evento,dibujo,val).Fuerza_HN()
Puntos_FuerzasP=Puntos_FuerzasP+[-val,0,0]
Puntos_AFuerzasP=Puntos_AFuerzasP+[(evento.x-50)/50,
(550-evento.y)/50]

u=array (Puntos_FuerzasP)

s=len (u)

u2=array (Puntos_AFuerzasP)

sl=len(u2)

Puntos_FuerzasPl=u.reshape(s/3,3)

Puntos_AFuerzasPl=u2.reshape(s1/2,2)

print Puntos_FuerzasP1l

print Puntos_AFuerzasPl

ventana_FuerzasP=Toplevel ()
ventana_FuerzasP.title(’Fuerzas Puntuales’)
ventana_FuerzasP.geometry (’500x300+0+07)

ventana_FuerzasP.minsize (500, 300)

IM_FVP=PhotoImage(file=’FPV.gif’)
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IM_FVN=PhotoImage(file=’FNV.gif?)
IM_FHP=PhotoImage(file=’>FHP.gif’)
IM_FEN=PhotolImage(file=’>FHN.gif’)

selecO0l=IntVar ()

selecP0O1=DoubleVar ()
selecP02=DoubleVar ()
selecP03=DoubleVar ()
selecP04=DoubleVar ()

entrada0l=Entry(ventana_FuerzasP ,textvariable=selecPO1,
width=10).place (x=300,y=20)

entrada02=Entry(ventana_ FuerzasP,textvariable=selecP02,
width=10).place (x=300,y=60)
entrada03=Entry(ventana_FuerzasP ,textvariable=selecP03,
width=10).place(x=300,y=100)
entrada04=Entry(ventana_FuerzasP , textvariable=selecP04,

width=10).place(x=300,y=140)

Texto_0O1=Label (ventana_FuerzasP,

text=’Fuerzas Verticales Positivos.’).place(x=100,y=20)
FVP=Radiobutton(ventana_FuerzasP,
image=IM_FVP,value=1,variable=selec01)

texto02=Label (ventana_FuerzasP,

text='Fuerzas Verticales Negativos’).place(x=100,y=60)

FVP.place(x=20,y=20)

FVN=Radiobutton(ventana_FuerzasP,
image=IM_FVN,value=2,variable=selec01)

FVN.place (x=20,y=60)

texto03=Label (ventana_FuerzasP,

text=’Fuerzas Horizontales Positivas’).place(x=100,y=100)
FHP=Radiobutton(ventana_FuerzasP,

image=IM_FHP ,value=3,variable=selec01)

FHP.place (x=20,y=100)
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texto04=Label (ventana_FuerzasP,

text=’Fuerzas Horizontales Negativas’).place(x=100,y=140)
FHN=Radiobutton (ventana_FuerzasP,
image=IM_FHN,value=4,variable=selec01)

FHN.place (x=20,y=140)

dibujo.bind (’<Button-1>’,dibujar_Fuerzas)

ventana_FuerzasP.mainloop ()

def Fuerzas_distribuidas():
global longitudesFD
global Valores_FD
global F4
global inicio_FuerzasD
global linea_FuerzasD
inicio_FuerzasD=[]
def inicio(evento):
global longitudesFD
global Valores_FD
global F4
global inicio_.FuerzasD
global linea_FuerzasD
inicio_FuerzasD=[evento.x,evento.y]
def final(evento):
global longitudesFD
global Valores_FD
global F4
global inicio_FuerzasD
global linea_FuerzasD
longitud=sqrt((evento.k-
inicio_FuerzasD[0])#**2+(evento.y-inicio_FuerzasD[1])**2)
C0S=(evento.x-inicio_FuerzasD[0])/float (longitud)
SEN=-(evento.y-inicio_FuerzasD[1])/float (longitud)

for i in range(20):

dibujo.create_line(inicio_FuerzasD[0l+longitud/
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20*i*C0S-50*SEN, inicio_FuerzasD[1]-
longitud/20*%i*SEN-50%C0S,inicio_FuerzasD[0
+longitud/20*%C0S*i,inicio_FuerzasD[1]-
longitud/20%SEN*i,fill=’green’,arrow=LAST)
dibujo.create_text(inicio_FuerzasD[0]-
50*SEN, inicio_FuerzasD([1]-25%C0S,
text=Magnitud.get())
linea_FuerzasD=1linea_FuerzasD+[(inicio_FuerzasD[0]-50)/5
(550-inicio_FuerzasD[1])/50,(evento.x-50)/50,(550-evento
longitudesFD=longitudesFD+
[norm(array([(evento.x-50)/50,(550-evento.y) /560]1)-
array([(inicio_FuerzasD[0]-50)/50,(550-inicio_FuerzasD[1
F2=array(linea_FuerzasD)
F3=F2.reshape(len(F2)/4,4)
F4=F3
Valores_FD=Valores_FD+[Magnitud.get ()]
print F4
print Valores_FD

print longitudesFD

inicio_FuerzasD=None

ventana_distribuida=Toplevel ()
ventana_distribuida.title(’Fuerzas Distribuidas’)
ventana_distribuida.geometry (?400x200+0+0°)
Im_Fdistribuida=PhotoImage(file=’FFD.gif’)
selecli=IntVar ()

textoOl=Label (ventana_distribuida,
text=’Fuerzas Dist Magn :’).place(x=100,y=20)
FPP=Radiobutton(ventana_distribuida,
image=Im_Fdistribuida,value=1,variable=se1ecl)
FPP.place(x=20,y=20)

Magnitud=DoubleVar ()
entrada_general=Entry(ventana_distribuida,

textvariable=Magnitud ,width=10).place(x=300,y=20)

o,
.y)/50]

1)/5010)1
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dibujo.bind (’<Button-1>?,inicio)
dibujo.bind (?<Button-3>’,final)
ventana_distribuida.mainloop ()

def apoyos_universales():

global codigo_apoyos
global tipo_apoyos
global tipo_apoyosl
global codigo_apoyosl
tipo_apoyos=[]
codigo_apoyos=[]
def apoyos_general{evento):
global tipo_apoyos
global codigo_apoyos
global tipo_apoyosl
global codigo_apoyostl
if selec.get ()==1:
Apoyos (evento ,dibujo) . Aempotrados ()
tipo_apoyos=tipo_apoyos+[(evento.x-50)/50,(550-evento.y)/50]
codigo_apoyos=codigo_apoyos+[1,1,1]
elif selec.get()==2:
Apoyos (evento ,dibujo).Afijos ()
tipo_apoyos=tipo_apoyos+[(evento.x-50)/50,(550-evento.y)/50]
codigo_apoyos=codigo_apoyos+[1,1,0]
elif selec.get()==3: '
Apoyos (evento ,dibujo).Amoviles ()
tipo_apoyos=tipo_apoyos+[(evento.x-50)/50,(550-evento.y)/50]
) codigo_apoyos=codigo_apoyos+[0,1,0]

AP=array(tipo_apoyos)
AM=array(codigo_apoyos)
codigo_apoyosl=AM.reshape(len(AM)/3,3)
tipo_apoyosl1=AP.reshape(len(AP)/2,2)
print tipo_apoyosl

print codigo_apoyosl

ventana_apoyos=Toplevel ()
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def

Im_Fijos=PhotoImage(file=’fijo.gif?)
Im_Empotrados=PhotoImage (file=’empotrado.gif’)

Im_Moviles=PhotoImage(file=’movil.gif?)

ventana_apoyos.title(’Tipo-Apoyos?)
selec=IntVar ()

Texto_Empotrados=Label (ventana_apoyos,
text=’Apoyo Empotrado?’).place(x=100,y=20)
Texto_Fjos=Label (ventana_apoyos,
text='Apoyo Fijo?’).place(x=100,y=60)
Texto_Moviles=Label(ventana_apoyos,
text=’Apoyo Moviles’).place(x=100,y=100)
Empotrados=Radiobutton{ventana_apoyos,
image=Im_Empotrados,value=1,variable=selec)
Empotrados.place (x=20,y=20)
Fijos=Radiobutton(ventana_apoyos,
image=Im_Fijos ,value=2,variable=selec)
Fijos.place (x=20,y=60)
Moviles=Radiobutton(ventana_apoyos,
image=Im_Moviles ,value=3,variable=selec)

Moviles.place (x=20,y=100)

botton_Ol1=Button(ventana_apoyos,text=’Ejecutar’,fg='blue’).p
dibujo.bind (’<Button-1>’, apoyos_general)
ventana_apoyos.geometry (?400x300+0+0?)
ventana_apoyos.minsize (400, 300)

ventana_apoyos.mainloop ()

Materiales_Calculo():
global u2

global numero

global C3_Materiales
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gloBal nod&s_espaéio

nodos_espacio=u2

ventana_Materiales=Toplevel ()
ventana_Materiales.title(’Materiales de Elementos’)
lista_l=[’Inercia’+str(i) for i in range(len(u2)/2)]
lista_2=[’Elasticidad’+str(i) for i in range(len(u2)/2)]
lista_3=[’Area’+str (i) for i in range(len(u2)/2)]
ventana_Materiales.geometry(’800x300+0+0°)

numero=len{(u2)/2

for i in range(len(u2)/2):
lista_1[i]l=DoubleVar ()
lista_2[i)=DoubleVar ()
lista_3[i]=DoubleVar ()

for i in range(len(u2)/2):
ui=Label (ventana_Materiales,text=’Inercia’+str (i),
fg='red’).place (x=0,y=20+1i%20)
u2=Label (ventana_Materiales,text=’Elasticidad’+str(i),
fg=’red’).place (x=200,y=20+i*20)
u3=Label (ventana_Materiales ,text=’Area’+str (i),
fg='red’).place (x=400,y=20+i%*20)

for j in range(numero):
Entrada_Inercia=Entry(ventana_Materiales,
textvariable=1lista_1[j],width=10).place(x=100,y=20+3j%*20)
Entrada_Elasticidad=Entry(ventana_Materiales,
textvariable=1lista_2[j],width=10).place (x=300,y=20+3j*20)
Entrada_Area=Entry(ventana_Materiales,

textvariable=1lista_3[j],width=10).place(x=500,y=20+j*20)

C_Materiales=None

def guardar_datos():
globél C_Materiales
global C3_Materiales

C_Materiales={]

for t in range (numero):
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C_Materiaies=C;Matefiales+

[lista_1{t].get () ]+[lista_2[t].get D]+ [1lista_3[t].get()]
C2_Materiales=array(C_Materiales)
C3_Materiales=C2_Materiales.reshape (numero,3)

print C3_Materiales

BotonOl1=Button(ventana_Materiales,

text=°GUARDAR’,command=guardar_datos).place(x=600,y=250)

# FUNCIONES DE CALCULO DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ -CALCULO
# POR EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

def nodos_calculo():
global Valores_FD
global F4
global Puntos_FuerzasPl
global Puntos_AFuerzasPl1
global codigo_apoyosli
global tipo_apoyosl
global ordenamiento
global nodos_espacio
global C
global K_todos
global C3_Materiales
global T
global K_Rtodos
global longitudesFD
numero_datos=len(nodos_espacio)

numero_barras=numero_datos/2
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c=(]
U=[]
lista_resumen=nodos_espacio.tolist ()
for 1 in lista_resumen:

if i not in C:

c=C+[i]

print C

for s in range(numero_barras):
K_local=Matrix2D(C3_Materiales[s][2],
C3_Materiales[s][1],C3_Materiales[s] [0],longitudes(s]).constructor ()
K_todos=K_todos+[K_locall]

Coord_Barras=nodos_espacio.reshape (numero_barras,b4)

for u in range(numero_barras):
transformada_union=Transformada (Coord_Barras[u] [0],
Coord_Barras[u]l [1],Coord_Barras[u] [2],Coord_Barras[u]l [3]).T()
T=T+[transformada_union]

for r in range(numero_barras):
K_ultimo_i=dot(K_todos[r],T[r])
K_ultimo_2=dot (transpose(T{r]),K_ultimo_1)
K_Rtodos=K_Rtodos+[K_ultimo_2]

ordenamiento={}#Biblioteca de calculo

ordenamiento_primario=[] #ordenamiento final de las barras

ordenamiento[i]=C[i]
print ordenamiento
for i in range(numero_datos):
for j in range(len(C)):
if ordenamiento([j][0]J==nodos_espacio[i][0]
and ordenamiento[j][1]==nodos_espacio[i] [1]:
ordenamiento_primario.append(j)

print ordenamiento_primario

ordenamiento2=array(ordenamiento_primario)
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numero_filas=1en(ordenaﬁiéntoQ)/2}
ultimo_ordenamiento=ordenamiento2.reshape{(numero_filas,2)
P_01S=ultimo_ordenamiento+1
P_028S=P_01S*3
WQ=array ([range(P_02S[i][0]-3,
P_02S[il[0]) for i in range(len(P_02S))])
WR=array([range (P_02S[i][1]-3,
P_02S[i]J[1]) for i in range(len(P_02S))1])
0=[1
for i in range(len(WQ)):

for j in range(len(WR)):

if i==j:

0=0+[array ([WQ[i],WR[j]]).reshape(6)]

P_03S=array(0)
matriz_ordenamiento=transpose{(P_03S)

print matriz_ordenamiento

B e m m e e o e e e e e e mmemm e mmmmmmmmmm e e
#
# ACOPLAMIENTO FINAL DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ TOTAL DE LA ESTRUCGTURA
# k[PI[i]l[n],PI[jl[n]]<---n--cnmmcoacma- K{n}[il[n]
DU UPEPE S
KT=zeros ((3*len(C),3*1len(C)))
for i in range(6):
for j in range(6):
for n in range(len(K_Rtodos)):
KT[matriz_ordenamiento[i] [n]]
[matriz_ordenamiento[jl[n]]=
KT[matriz_ordenamiento[i]tn]]
[matriz_ordenamiento[j][n]J]+K_Rtodos[n] [1](j]
print KT
RPN PIPEPIIPIPN
#
# CALCULO DE MATRIZ REDUCIDA --> Ki
#
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GDLO1=[]
for i in range(len(C)):
for j in range(len(tipo_apoyosl)):

if ordenamiento[i] [0]==tipo_apo

—
.

yos1[jl[0] and ordenamiento[i][1]l==tipo_apoyosi[j][1
GDLO1.append (i)
GDLO2=array (GDLO1)
GDL03=GDLO2+1
GDL04=GDL03*3 .
MQ=array([range (GDL0O4[i]-3,GDL04[i])
for i in range(len(GDL04))])
EL=MQ*codigo_apoyosi
K_reducida_inicial=delete (KT,EL,axis=0)
K_reducida_final=delete
(K_reducida_inicial ,EL,axis=1)#calculo de K_reducida

print K_reducida_final

esquema_fuerzasp=1[]
for i in range(len(ordenamiento)):
for j in range(len(Puntos_AFuerzasP1)):
if ordenamiento[i] [0]==Puntos_AFuerzasP1[j][0]
and ordenamiento[i] [1]==Puntos_AFuerzasP1[jl[1]:
esquema_fuerzasp.append (i)
print esquema_fuerzasp
esquema_fuerzaspl=array(esquema_fuerzasp)
esquema_fuerzasp2=(esquema_fuerzaspl+1)*3
WR=array([range (esquema_fuerzasp2[i]-3,
esquema_fuerzasp2[il) for i in range(len(esquema_fuerzasp2))])
WQ=WR.reshape(len(WR)*3,1)

Fuerzas_puntuales=zeros{((len(ordenamiento)*3,1))
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Puntos_FuerzasP2=Puntos_FuerzasP1.reshape(1enkPuntos_FuerzaJP1)*3,1)
for i in range(len(Puntos_FuerzasP1)#*3):

Fuerzas_puntuales [WQ[i]]=Fuerzas_puntuales[WQ[i]l]+Puntos_FuerzasP2[i
print Fuerzas_puntuales

B om o e e e e e e e e e e e e e e e e e e o
#
# Programacion de calculo de Fuerzas Distribuidas
#
B o o e e e
F5=F4.reshape(len(F4)*2,2)
esquema_FuerzasD=[]
for i in range(len(ordenamiento)):
for j in range(len(F5)):
if ordenamiento[i] [0]==F5[j][0] and ordenamiento[i] {1]==F5[j][1]
esquema_FuerzasD.append (i)
esquema_FuerzasD1=array(esquema_FuerzasD)
esquema_FuerzasD2=(esquema_FuerzasD1+1)*3
WU=array([range (esquema_FuerzasD2[i]-3,
esquema_FuerzasD2[i]) for i in range(len(esquema_FuerzasD2))])
WP=WU.reshape(len(WU)*3,1)
print ’este es la clave’+str (WP)
Fuerzas_Distribuidas=zeros ((len(ordenamiento)*3,1))
Fuerzas_DD=[]
for i in range(len(longitudesFD)):

Fuerzas_DD=Fuerzas_DD+[[0,Valores_FD[i]*(longitudesFD[il]})/float(2),V

[0,Valores_FD[i]l*(longitudesFD[i])

/float (2),-Valores_FD[il*(longitudesFD[i]**2)/float (12)]]
FuerzasDD1=array (Fuerzas_DD)
FuerzasDD2=FuerzasDD1l.reshape(len(FuerzasDD1)*3,1)
for i in range(len(FuerzasDD2)):

Fuerzas_Distribuidas [WP[i]]=Fuerzas_Distribuidas [WP[i]]+#FuerzasDD2[i
I IR
#

# Programacion de Fuerzas Nodales Equivalentes
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#

B oo mm e e m e e e e m e e o m e mmmm e mmmmmmmmmmmemd oo
Fuerzas_nequivalentes=Fuerzas_puntuales-Fuerzas_Distribuidas
Fuerzas_NodD=delete(Fuerzas_nequivalentes ,EL,axis=0)
print Fuerzas_NodD

B o o o o o o o

#

# Calculo de las deformaciones Nodales

#

B o e emmmmmem oo
DeformacionesOl=dot (inv(K_reducida_final),Fuerzas_NodD)
print DeformacionesO1
WUP=range (0,len(Fuerzas_nequivalentes))

WUP1=array (WUP) '
WUP2=WUP1.reshape(len(WUP),1)
WUP3=delete (WUP2,EL, axis=0)
Deformaciones_totales=zeros ((len(ordenamiento)*3,1))
for i in range(len(WUP3)):
Deformaciones_totales [WUP3[i]l]]=Deformaciones_totales [WUPR3[i]]l+Deform
print Deformaciones_totales

B e e e e e

#

# Calculo de Fuerzas Internasx-Barras

#

2 P B
for i in range(len(us01)):

sx=us01[i].reshape(1,6)
ordenamiento_fuerzasU=ordenamiento_fuerzasU+[sx]
ordenamiento_ff=array(ordenamiento_fuerzasU).reshape(len(ordenamiento_fu«
SMR=array ([ [0.000000,0.000000,0.000000,0.000000,0.000000,0.000000]
for i in range(len(ordenamiento_£ff))1)
for i in range(len(ordenamiento_ff)):
for j in range(6):
SMR{il[j1=SMR[il[jl+
Deformaciones_totales [ordenamiento_£ff[i][jl]
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print SMR
resultados_fuerzapb=[]
for i in range(len(SMR)):
resultados_fuerzapb=resultados_fuerzapb+
[dot (K_Rtodos{i] ,SMR[i].reshape(6,1))]
print resultados_fuerzapb
restar_altotal=Fuerzas_nequivalentes-Fuerzas_puntuales
SMR1=array ([[0.000000,0.000000,0.000000,0.000000,0.000000,0.000000]
for i in range(len{(ordenamiento_ff))])
WNN=WP.reshape (len(WP)/6.00,6.00)
for i in range(len(ordenamiento_ff)):
for j in range(len(WNN)):
if ordenamiento_ff[i] [0]==WNN[j]J[0] and
ordenamiento_ff[i]J[1]==WNN[jl[1] and
ordenamiento_ff[il[2]==WNN(j]l[2] and
ordenamiento_ff[i][3]1==WNN[jIl[3] and
ordenamiento_ff[i][4]1==WNN[j][4] and ordenamiento_ffi[i] [6]==WNN[
SMR1[i]l[0]=ordenamiento_ff [i] [0]
SMR1[i]J[1]=ordenamiento_ff[i][1]
SMR1{i]l [2)=ordenamiento_ ff[i] [2]
SMR1[{il[3]=ordenamiento_£ff[i] [3]
SMR1[i]l [4]=ordenamiento_ff [i] [4]
SMR1[i]J[5]=ordenamiento_£f [i] [5]
else:
SMR1{i] [0]=0.000000000
SMR1[i] [1]=0.000000000
SMR1[i][2]1=0.000000000
SMR1[i] £3]1=0.000000000
SMR1{i] [4]1=0.000000000
SMR1[i] [5]=0.000000000
SMR2=array ([[0.000000,0.000000,0.000000,0.000000,0.000000,0.000000]

for i in range(len(ordenamiento_ff))])

for i in range(len(ordenamiento_ff)):
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for j in range(6):

SMR2[i] [j1=SMR2{i][jl+restar_altotal [SMR1[i][j]]

fuerzas_bfinal=[]
for i in range(len(ordenamiento_£ff)):
fuerzas_bfinal=fuerzas_bfinal+[resultados_fuerzapb[i]-SHM

print fuerzas_bfinal

Xx=[]
for i in range(len(ordenamiento_ff)):
xi=arange (0, longitudes[i],0.1)
X=X+ [xi]
print X
VVUW=nodos_espacio.reshape(len(nodos_espacio)/2,4)
PO=[]
for i in range(len(VVUW)):
for j in range(len(F4)):
if VVUW[i]l[0]l==F4[j]1{0] and VVUW[il[1]l==F4[j]1[1]
and VVUW[il[2]1==F4[jl[2] and VVUW[i][3]1==F4(jI[3]:
PO.append (-Valores_FD[j])
else:
PO.append (0)
F_DD=array(P0).reshape(len(P0),1)
Form=[]

for i in range(len(ordenamiento_f£ff)):

Form=Form+[Forma_GG(X[i],longitudes[i],
C3_Materiales[i][1],C3_Materiales[i][0],F_DD[il)]
DEFF=[]
for i in range(len(ordenamiento_ff)):

DEFF=DEFF+([Form[i] .N_1 () *SMR[i] [(0]+

199

R2[i].reshap«



Universidad Nacional de Cajamarca.
Método de Elementos Finitos.
2014.

Asesor:ing Marco Mendoza Linares.
Tesista:Christian G. Salcedo Malaver

Form[i].ﬁ_2()*SMﬁ[i][1]+Form[i].N_3();SMR[i]t2]
+Form[i] .N_4()*SMR[i] [3]+Form[i].N_5()*SMR[i][4]+
Form[i] .N_6 () *SMR[i] (6] +Form[i].R_1()]

print DEFF

DEFG=[]

for i in range(len(ordenamiento_ff)):
DEFG=DEFG+[(Form[i].W_1 () *SMR[i][0]+
Form[i].W_2 () *SMR[i] (1] +Form[i].W_3 () *SMR[i] [2]+
Form[i]l.W_4 () *SMR[i] [3]1+Form[i].W_5() *SMR[i] [4]
+Form[il.W_6()*SMR[i] [5]+Form[i].R_2())]

print DEFG

Momenx =[]

for i in range(len(ordenamiento_£ff)):
Momenx=Momenx+[-1*(Form[i] .M_1 () *SMR[i] [0]+
Form[i]l.M_2()*SMR{i]J [1]+Form[i] . ¥_3 () *SMR[i] [2]+
Form[i].M_4()*SMR[i] [3]+Form[i].M_5()*SMR[i] [4]1+
Form[i] .M_6 () *SMR[i] [8]+Form[i].R_3())]

print Momenx

Cort=[]

for i in range(len(ordenamiento_ff)):
Cort=Cort+[Form[i].V_1()*SMR[i][0]+
Form{il.V_2 () *SMR[(i][1]+Form[i].V_3 () *SMR[i][2]+
Form[i].V_4 () *SMR[i] [3]+Form[i]l.V_5()*SMR[i] [4]+
Form[i]l.V_6()*SMR[i] [6]1+Form[i].R_4()]

print Cort

print longitudes

def Diagramasfinales():

def Diagrama():

fiig=figure (1)
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fDef=fiig.add_subplot(221)

title(r’>$D_{i}$?)

grid (True)

xlabel (r’$x_{i}$’)

ylabel (r>$\delta$’)

TDef .plot (X[m.get ()] ,DEFF[m.get (0], ’r--2)

TGir=fiig.add_subplot (222)

title(r’$\theta_{i}$’)

xlabel (r?$x_{i}$’)

ylabel (r’$\theta_{i}$?)

grid (True)

TGir.plot (X[m.get ()1 ,DEFG[m.get (01,°'r--7)

TMom=fiig.add_subplot (223)

title(r’$M_{i}$?)

xlabel (r?$x_{i}$?)

ylabel (r’>$M_{i}$?)

grid(True)

TMom.plot (X[m.get ()] ,Momenx[m.get ()],’r--?)

TCort=fiig.add_subplot (224)

title(r?$v_{i}$’)

xlabel (r*$x_{i}$?)

ylabel (r?$V_{i}$?)

grid (True)

TCort.plot (X[m.get (}],Cort(m.get()]1,’r--")

show ()
ven01=Toplevel ()
venOl.title(’Diagramas de las Barras?’)
textoMM=Label (ven0l ,text="Elija la Barra :’,fg=’blue’).place(x=20,y=
m=IntVar () ‘
EntradaMM=Entry(venOl ,textvariable=m,width=10).place(x=100,y=20)
BotonMM=Button(venOl,text=’ejecuta’,command=Diagrama).place(x=200,y=
ven0l.mainloop ()

def Fuer_Int():

def VFuerzas01():

ventana_alterna0Oi=Toplevel ()
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def

def

texto=Label (ventana_alterna0l,text=fuerzas_bfinal[n.
ventana_alterna0l.title(’Fuerzas Int por Barras.’)
ventana_alterna0l.mainloop ()
ventana_fuerzasint=Toplevel ()
texto_Oli=Label(ventana_fuerzasint ,text=’Elegir Barra :’)
n=IntVar ()
entrada0l=Entry(ventana_fuerzasint,textvariable=n,widths
Boton0Ol=Button(ventana_fuerzasint,
text=’ejecuta’,command=VFuerzas0l).place(x=150,y=20)
ventana_fuerzasint.mainloop ()
Deformaciones _FFU():
ventana_Deformaciones=Toplevel ()
for i in range(len(Deformaciones_totales)):
Label (ventana_Deformaciones ,text=’Para el Punto :’).
Label(ventana_Deformaciones ,text=i+1).place(x=1560,y3
Label (ventana_Deformaciones,

text=Deformaciones_totales[i]).place(x=180,y=1%20+20

ventana_Deformaciones.mainloop ()
Matriz _RRIG():
ventana_matrix=Toplevel ()
ventana_matrix.geometry(?600x600+0+0?)
ventana_matrix.title(’Matriz de Rigidez’)
textos=Canvas (ventana_matrix ,width=400,
height=400,scrollregion=(0,0,2000,2000),
highlightcolor=’black’,relief=’s0lid’,background=’"white’
for i in range(len(KT)):

for j in range(len(KT)):

textos.create_text (100*i+40,100%j+40,text=KT(i] |

for i in range(len(KT)):

textos.create_text (100*i+40,10,text=i+1,fill="red?)

textos.create_text (10,100*i+40,text=i+1,fill="red’)

textosOl=Label (ventana_matrix,text=’CALCUL0 DE MATRIZ GE

textos01.grid(row=1,column=3)
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def

ventana_Resultados=Toplevel ()

ventana_Resultados.geometry(’600x400+0+07)

scrollY=Scrollbar(ventana_matrif,orient=VERTICAL,cémmand
scrollY.grid(row=1,column=2,sticky=N+S)
scrollX=Scrollbar(ventana_matrix,orient=HORIZONTAL, comma
scrollX.grid(row=2,column=1,sticky=E+W)
textos[?’xscrollcommand’]=scrollX. set
textos[’yscrollcommand’]=scrollY. set

textos.grid(row=1, column=1)

ventana_matrix.mainloop ()
Matriz_DMM():
ventana_matrixD=Toplevel ()
ventana_matrixD.geometry (’600x600+0+07)
ventana_matrixD.title(’Matriz de Rigidez Simplificada’)
textosl=Canvas(ventana_matrixD,width=400,height=400,
scrollregion=(0,0,2000,2000),
highlightcolor=’black’,relief="s0lid’,background=’white’
for i in range(1en(K,reducida_fina1)):
for j in range(len(K_reducida_final)):
textosl.create_text (100*i+40,100*j+40,text=K_red
for i in range(len(K_reducida_final)):
textosl.create_text (100*i+40,10,text=i+1,fill="red’)
"textosl.create_text(10,100%xi+40,text=i+1,fill=’red?)
textos02=Label (ventana_matrixD,text=>CALCULO DE MATRIZ S
textos02.grid(row=1,column=3)
scrollY=Scrollbar (ventana_matrixD,orient=VERTICAL, comman

scrollY.grid(row=1,column=2,sticky=N+S)

=textos.yvie:

nd=textos.xv

ucida_final(

IMPLIFICADA'

d=textosl.y

scrollX=Scrollbar(ventana_matrixD,orient=HORIZONTAL , command=textosl

scrollX.grid(row=2,column=1,sticky=E+W)
textosl[’xscrollcommand?’}=scrollX.set
textosl[’yscrollcommand’}=scrollY.set

textosl.grid(row=1,column=1)

ventana_matrixD.mainloop ()
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def

ventana_Resultadés.title(’Resultadoé de Analisis’)
texto_Ol=Label (ventana_Resultados,text=’Deformaciones Intern
Boton0l=Button(ventana_Resultados,text='Ejecutar’,
fg=’red’,command=Deformaciones_FFU).place(x=180,y=20)
texto_02=Label (ventana_Resultados,

text=’Matriz de rigidez’,fg=’blue’).place(x=20,y=50)
Boton02=Button(ventana_Resultados,text=’Ejecutar’

,fg=’red’,command=Matriz_RRIG).place(x=180,y=50)

as :?,fg="b1

1

texto03=Label (ventana_Resultados,text=’Matriz de Rigidez Simplificada?,f,

Boton03=Button(ventana_Resultados,text=’Ejecutar’,
command=Matriz _DMM,fg=’red’).place(x=180,y=80)
texto04=Label (ventana_Resultados,

text='Fuerzas Internas’,fg=’blue’).place(x=20,y=110)
Boton04=Button(ventana_Resultados,

text=’Ejecutar’,

command=Fuer_Int ,fg=’red’).place(x=180,y=110)
texto05=Label(ventana_Resultados,
text=’Diagramas’,fg=’blue’).place(x=20,y=140)
Boton05=Button(ventana_Resultados,text=’ejecuta’,
command=Diagramasfinales ,fg=’red’).place(x=180,y=140)

ventana_Resultados.mainloop ()

grilla():
global Ubicaciones_Universales
Ubicaciones_Universales=[]
def dibujo_grilla():
if nx.get()!=0 and ny.get()!=0:
for i in range(nx.get()+1):
dibujo.create_line(50+i;mx.get()*50,550,50+
i*mx.get () *50,550-ny.get () *my.get () 50,
fill=’gray’,activefill=’red’,dash=(3,5),tag=(’Re
for i in range(mny.get()+1):
dibujo.create_line(50,550-i*my.get ()
*50,50+(nx.get ()) *mx.get () *50,

550-i*my.get () *50,fill=’gray’,activefill="red’
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‘,d‘as.h.=(;'3 ,5) ,tag=( ’Rectéoz ’))
for u in range(mx.get()+1):

for m in range(ny.get (D+1):
Ubicaciones_Universales.append ([50+u*mx.get
*50,550-m*my.get () *50])
dibujo.create_oval (50+u*mx.get () *50-2,
550-m*my . get () *50-2,50+u*mx . get ()
*50+2,550-m*my.get () *x50+2,

fill=’red’,activefill=’"blue?)

else:

tkMessageBox.showinfo (message=?Por Favor poner Datos

ventana_grilla=Toplevel ()
ventana_grilla.title(?’DIBUJAR GRILLA P/ESQUEMA?’)
ventana_grilla.minsize (500,200)

ventana_grilla.geometry (’500x200+0+07)

nx=IntVar ()
mx=DoubleVar ()
ny=IntVar ()
my=DoubleVar ()

texto_principal=Label(ventana_grilla,

text=’COORDENADAS EN EL EJE X:Y’).place(x=100,y=0)
Texto_Ol=Label(ventana_grilla,text=’N:Ejes-X’).place(x=10,y=
texto_02=Label (ventana_grilla,text=’Dist-Ejes-X’).place(x=25
texto03=Label (ventana_grilla,text="N:Ejes-Y’).place(x=10,y=6

texto04=Label(ventana_grilla,text=’Dist-Ejes-Y’).place(x=250

Ejes_Horizontales=Entry(ventana_grilla,textvariable=nx).plag

Distancias_Horizontales=Entry(ventana_grilla,textvariable=mx

Ejes_Verticales=Entry(ventana_grilla,textvariable=ny).place/(
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def

def

Distancias_Verticales=Entry(ventana_grilla,textvariable=my).
Boton0Ol=Button(ventana_grilla,text=’APLICAR’,

command=dibujo_grilla).place(x=300,y=150)

Boton02=Button(ventana_grilla,text=’CANCELAR’,

command=ventana_grilla.destroy).place(x=400,y=150)

ventana_grilla.mainloop ()

Borrador () :

dibujo.delete (ALL)

dibuja_barra():

tkMessageBox.showinfo (message=’Poner el Primero y Segundo pu

global puntos

global longitudes

global u2

global u

start =None

def punto(evento):
global start

global u
start=[evento.x,evento.y]

def punto2(evento):
global puntos
global longitudes
global start
global u
global u2

if start is not None:
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ux=staft[6]

y=start[1]
dibujo.create_line(x,y,evepto.x,evento.y,width=4.5,
arrow=LAST ,activefill=’gray’,tag=(’lineal’))
dibujo.itemconfig(’lineal’, fill=’red’)
u=u+[(x-50)/50,(5560-y) /50, (evento.x-50)/50,(550-evento.y)/50]
longitudes=longitudes+[norm(array([(evento.x-50)/50),
(550-evento.y)/50])-array ([(x-50)/50,(550-y)/501))1]

start=None

dibujo.bind (’<Button-1>’,punto)
dibujo.bind (?<Button-3>’,punto?2)
tii=array(u)

li=1len(ul)

u2=ul.reshape(11/2,2)

print u2

print longitudes

def kill_XY(evento=None):
dibujo.delete(’no?)
def Kill_2(evento=None):

dibujo.delete(’cuadradito?)

X,Y=None, None

def coordenadas(evento):
global Ubicaciones_Universales
global X,Y
kill_XY()
X=dibujo.create_line(evento.x,0,evento.x,1000,dash={3,2],tags=’no’,fill=

Y=dibujo.create_line(0,evento.y,1000,evento.y,dash=[3,2],tags=’no?’,fill=

global cuadrado
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Coordenada_mause[’text’]="x->
’+gtr ((evento.x-50)/560)+’y->’+s8tr ((550-evento.y)/50)

m=array({evento.x,evento.y])

if Ubicaciones_Universales is not None:
for s in range(len(Ubicaciones_Universales)):

if evento.x==

Ubicaciones_Universales[s] [0] and

evento.y==Ubicaciones_Universales[s][1]:
dibujo.create_rectangle
(Ubicaciones_Universales[s] [0]-10,Ubicaciones_Un
-10,Ubicaciones_Universales[s][0]
+10,Ubicaciones_Universales([s] (1]
+10,0utline=’blue’,tag=’Cuadrado_Identificado’+sd

else:

dibujo.delete(’Cuadrado_Identificado’+str(s))

ventana=Tk ()

ventana.title (?FEMAX?)

ventana.minsize (1200, 800)

ventana.geometry (’>1200x800+0+0°)
barra_dibujo=Frame(ventana ,width=200,height=100)

barra_dibujo.grid(row=0, column=4)

dibujo=Canvas (ventana ,width=950,height=600,scrollregion=(-2000,

highlightcolor=’black’,relief=’s0lid’,background=’white’)

dibujo.bind (’<Motion>’,coordenadas)

iversales[s]

tr(s))

2000,2000, 20!
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-

flecha_X=dibujo.create_line(50,550,100,550,arrow=LAST,fill="blue?)

X_sumate=dibujo.create_text (125,550, text="Eje_X’,fill=’blue’)

S

flecha_Y=dibujo.create_line(50,550,50,500,arrow=LAST,fill="blue’

X_sumate=dibujo.create_text(50,480,text=’Eje_Y’,fill=’blue’)'
dibujo.grid(row=1,column=1)

scrollY=Scrollbar (ventana,orient=VERTICAL,command=dibujo.yview)
scrollY.grid(row=1,column=2,sticky=N+S)

scrollX=Scrollbar (ventana,orient=HORIZONTAL , command=dibujo.xview)
scrollX.grid(row=2, column=1,sticky=E+W)
dibujo[’xscrollcommand’]=scrollX.set

dibujol’yscrollcommand’]=scrollY.set

3 TITULO DEL PROGRAMA EN GENERAL???
Texto_General=Label (ventana,

text='PROGRAMA DE ESTRUCTURAS -HECHO EN 01/2014-UNIVERSIDAD NACIONAL DE CAJAl
fg=’blue?)

Texto_General.grid(row=0,column=1)

Im_barra=PhotoImage(file=’frame.gif’)
Im_grilla=PhotoImage(file=’grilla.gif?’)
Im_Borrador=PhotoImage(file=’borrador.gif’)
Im_Materiales=PhotoImage(file=’materiales_damier.gif?)
Im_Procesos=PhotoImage(file=’proceso.gif’)
Im_Apoyosgeneral=PhotoImage(file=’movi1.gif’)
Im_Fuerzasl=PhotoImage(file=’FP.gif?’)
Im_Fuerzas2=PhotoImage (file=’FD.gif’)

barra_nodal=Button(barra_dibujo,image=Im_barra,

command=dibuja_barra,width=30,height=30).place(x=20,y=20)
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grillas;nodal=éuftoﬁ(barra_dibujo,image=Ih_grillé,
command=grilla,width=30,height=30).place(§=55,y=20)
Borrar=Button(barra_dibujo,image=Im_Borraaor,
command=Borrador,width=30,height=30).placé(x=20,y=60)
Materiales_Elementos=Button(barra_dibujo,
image=Im_Materiales ,width=30,height=30,
command=Materiales_Calculo).place(x=55,y=60)
Prueba_ultima=Button(barra_dibujo,image=Im_Procesos,
command=nodos_calculo ,width=30,height=30).place(x=90,y=20)
Boton_Apoyos=Button(barra_dibujo,image=Im_Apoyosgeneral,
command=apoyos_universales ,width=30,height=30).place(x=90,y=60)
Boton_Fuerzasl=Button(barra_dibujo ,image=
Im_Fuerzasl,width=30,height=30, ’
command=Fuerzas_puntuales).place(x=130,y=20)
Boton_Fuerzas2=Button(barra_dibujo,image=
Im_Fuerzas2,width=30,height=30,

command=Fuerzas_distribuidas).place(x=130,y=60)
> >MODELADO DEL MAUSE PRIMEROS PROPIEDADES DEL MOUSE’??
Coordenada_mause=Label (ventana)

Coordenada_mause.grid(row=4,column=1)

ventana.mainloop ()
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Capitulo 11

Figuras y Otros.

Figura 11.1: Interaccién suelo Estructura.
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Figura 11.2: Aplicaciones del FEM(Finite Element Method.)

Figura 11.3: Mecénica de Fluidos FEM(Finite Element Method)
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Figura 11.4: Idealizacién de un sistema de Fluidos.
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Figura 11.5: Puente ldealizado con Elementos Finitos.
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